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Tiivistelmä
Tiivistelmä
Tässä kirjoituksessa tutkimme epäyhtälöitä, erityisesti eräiden keskiarvojen
välillä. Monet niistä voidaan todistaa tai konstruoida muutamien yleisten
epäyhtälöiden avulla. Tällaisia ovat mm. Jensenin, Karamatan, Muirhea-
din, Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin ja Hölderin epäyhtälöt. Tehokas mut-
ta ei kovin laajalti tunnettu menetelmä on Schur-konveksisuus. Se perustuu
majoroinniksi kutsuttuun Rn:n alkioiden väliseen relaatioon. Karamatan ja
Muirheadin epäyhtälöt perustuvat samaan relaatioon. Esitämme välttämät-
tömän ja riittävän ehdon sille, että derivoituva, symmetrinen usean muuttu-
jan funktio on Schur-konveksi sekä riittävän ehdon sille, että tällainen funk-
tio on aidosti Schur-konveksi. Todistamme mainitut yleiset epäyhtälöt yh-
täsuuruusehtoineen ja sovellamme niitä sekä Schur-konveksisuutta lähteis-
tä löytyneisiin tehtäviin. Konstruoimme myös muutamia mahdollisesti uusia
epäyhtälöitä. Käsittelemme eräitä teoriakokonaisuuksia lähteistä poikkeaval-
la tavalla. Esimerkiksi johdamme Nesbittin epäyhtälön usealle muuttujal-
le Tšebyševin epäyhtälön seurauksena. Käsittelemme myös eräitä Youngin
epäyhtälöön liittyviä ajankohtaisia tutkimustuloksia.
Avainsanoja: Aritmeettinen keskiarvo, geometrinen keskiarvo, harmoninen keskiarvo, kont-
raharmoninen keskiarvo, konveksisuus, majorointi, Schur-konveksisuus, Jensenin epäyhtä-
lö, Karamatan epäyhtälö, Muirheadin epäyhtälö, Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epäyh-




In this paper we study inequalities and especially those between certain
means. Many inequalities can be proved or constructed by applying general
inequalities such as the inequalities of Jensen, Karamata, Muirhead, Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz and Hölder. An effective but not widely known met-
hod is Schur convexity. It is based on a relation in Rn called majorization.
Inequalities of Karamata and Muirhead are based on the same relation.
A necessary and sufficient condition for a symmetric function of several va-
riables to be Schur convex are given and also sufficient condition for such a
function to be strictly Schur convex are given. We prove the general inequa-
lities named above and we apply them and Schur convexity in solutions of
problems found in sources. We also present some possibly new inequalities.
Some parts of the theory are written independently of the sources. We pro-
ve Nesbitt’s inequality for several variables as a consequence of Chebyshev’s
inequality. We also discuss some current results concerning Young’s inequa-
lity.
Key words: Arithmetical mean, geometric mean, harmonic mean, contraharmonic mean,
convexity, majorization, Schur convexity, Jensen’s inequality, Karamata’s inequality, Muir-
head’s inequality, Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz inequality, Chebyshev’s inequality, Young’s
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Toimittajien kysyessä Michelsonilta vuonna 1882 miksi hän mittaa valon
nopeutta, Michelson vastasi: ”Because it is such great fun.” Kun viisikym-
mentä vuotta myöhemmin Einstein kysyi miksi hän edelleen mittaa valon
nopeutta, Michelson vastasi: ”Because it is such great fun.” Voisin milloin
tahansa vastata samalla tavalla matematiikan harrastamista koskeviin kysy-
myksiin. Matematiikka on todella mielenkiintoista. Itsekukin voi harrastaa
sitä omalla tasollaan ja saada elämyksiä onnistumisista. V. I. Arnold, jo-
ta alakoulun opettaja oli pitänyt kertotaulua oppimaan kykenemättömänä
idioottina, on kertonut [15] ratkaisseensa kaksitoistavuotiaana myöhemmäl-
tä opettajaltaan saamansa vaikean tehtävän [12, teht. 22] mietittyään sitä
kokonaisen päivän ja kokeneensa sen johdosta samanlaista mielihyvää kuin
myöhemmin onnistuessaan selvittämään syvällisiä matemaattisia ongelmia.
Matematiikassa onnistumisen tuottama ilo on absoluuttista.
Oma kiinnostukseni matematiikkaan heräsi keskikoulussa saatuani kä-
siini Väisälän kuuluisat oppikirjat. Innostavalla opettajallakin oli osuutensa
asiaan. Kouluaikana oli tapana pohtia ylimääräisiäkin tehtäviä harjoituskir-
joista ja keskustella niistä samanhenkisten kavereiden kanssa. Matematiikas-
ta tuli harrastus. Opiskeluaikana aloitin kotimaisen (ja osin ulkomaisenkin)
matemaattisen kirjallisuuden keräilyn. Vanhojen tekstien lukeminen ja pe-
rehtyminen matematiikan historiaan antoi perspektiiviä tulevaan opettajan
työhön.
Opettajan toimessa on ollut luonnollista pyrkiä tutkimaan hieman laa-
jemmin opettamiaan asioita. Eräs tällainen on Pythagoraan koulukunnan
määrittelemät erilaiset keskiarvot. Useimmissa lukion oppikirjoissa lienee
harjoitustehtävänä kahden positiivisen luvun aritmeettisen, geometrisen ja





rallisesti melko triviaali, mutta se voidaan ratkaista myös geometrisesti, mi-
kä tekee siitä opetuksen kannalta mielenkiintoisen. Se, että sama ongelma
ratkeaa näin perusteellisesti toisistaan poikkeavilla tavoilla, antaa oppilaille
käsityksen matematiikan todellisesta luonteesta. Tällaiset tehtävät saattavat
herättää kiinnostuksen matematiikkaa kohtaan.
1
1 Johdanto
Jos lukuja on enemmän kuin kaksi, keskiarvo-ongelma muuttuu vaikeam-
maksi. Cauchy lienee ensimmäisenä todistanut aritmeettisen ja geometrisen
keskiarvon suuruusjärjestyksen yleisessä tapauksessa. Hänen ovela alaspäin
kulkeva induktiotodistuksensa on liian hankala lukiossa läpikäytäväksi var-
sinkin, kun induktiokaan ei kuulu lukion opetussuunnitelmaan. Cauchyn to-
distus löytyy mm. Aignerin ja Zieglerin kirjasta [2]. Siinä on myös hieno, lu-
kiolaisellekin ymmärrettävä tapa todistaa tämä epäyhtälö. Se innoitti minua
laatimaan kirjoitukset [10] ja [11], joissa käsitellään epäyhtälöitä lukiolaiselle
sopivassa muodossa.
Näiden kirjoitusten myötä osoittautui, että keskiarvojen välisistä epäyh-
tälöistä ja epäyhtälöistä yleisemminkin olisi mahdollista tehdä laajempikin
tutkielma. Muutamia melko yleispäteviä menetelmiä tunnetaan niiden kon-
struoimiseksi. Funktion pienimmän ja suurimman arvon määrittämisen ohel-
la ehkä tunnetuin niistä on kolmosluvussa esiteltävä konvekseille funktioille
voimassa oleva Jensenin epäyhtälö. Neljännessä luvussa tarkastelemme pai-
notettujen keskiarvojen välisiä epäyhtälöitä sitä soveltaen. Vähemmän tun-
nettuja matemaatikoidenkin keskuudessa ovat majorointiin perustuvat me-
netelmät. Niissä Rn:n vektoreille määritellään majoroinniksi kutsuttu jär-
jestysrelaatio ≺. Viidennessä luvussa käsitellään majorointia ja siihen pe-
rustuvat Karamatan ja Muirheadin epäyhtälöt. Sovelluksina konstruoidaan
eräitä enemmän tai vähemmän tunnettuja epäyhtälöitä. Esimerkit, joissa ei
ole lähdeviitettä, ovat kirjoittajan keksimiä joskaan eivät ehkä aikaisemmin
tuntemattomia.
On osoittautunut, että tietyt symmetriset funktiot f : Rn → R toteut-
tavat implikaation
u ≺ v ⇒ f(u) ≤ f(v). (1)
Tällöin funktion sanotaan olevan Schur-konveksi. Implikaation (1) avulla
on mahdollista todistaa lukuisa joukko eri tyyppisiä epäyhtälöitä. Schur-
konveksisuuden alkeita käsitellään kuudennessa luvussa. Seitsemännessä lu-
vussa todistetaan mm. Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin, Tšebyševin, Youn-
gin, Hölderin ja Minkowskin epäyhtälöt sekä käsitellään lyhyesti eräitä Youn-
gin epäyhtälöön liittyviä ajankohtaisia tutkimustuloksia.
Vanhana opettajana rohkenen toivoa onnistuneeni tekemään kirjoitukses-
tani niin selkeän, että sen avulla on asiaan vihkiytymättömän mahdollista
päästä jyvälle sekä tavanomaisesta että Schur-konveksisuudesta ja eräistä
klassisista epäyhtälöistä. Tietämystään hän voi sitten syventää ja laajentaa
Marshallin ja Olkinin [21] ja Steelen [26] kirjojen avulla, joita työni ohjaajana
toiminut emeritusprofessori Jorma Merikoski suositteli luettavakseni. Hänelle





Pythagoraan koulukunta määritteli suhdeopissaan [3, s. 96] kahden positii-


























, G = √uv, A = u+ v2 ja C =
u2 + v2
u+ v . (1)
Keskiarvojen suuruusjärjestys
H ≤ G ≤ A ≤ C (2)
todistetaan näyttämällä, että kunkin epäyhtälön oikean ja vasemman puolen
erotus on erään luvun neliö. Siinä yhteydessä nähdään, että yhtäsuuruus on
voimassa, jos ja vain jos u = v.
Keskiarvot (1) yleistyvät useammalle positiiviselle luvulle yhtälöillä
H = n1
u1
+ . . . + 1
un
,
G = n√u1 . . . un ,





1 + . . . + u2n
u1 + . . . + un
.
Ne ovat lukujen u1, u2, . . . , un symmetrisiä funktioita, ja jokainen niistä si-
jaitsee pienimmän ja suurimman u-luvun välissä. Todistamme, että (2) yhtä-
suuruusehtoineen on voimassa myös näille yleistetyille keskiarvoille. Teemme
sen kolmessa erillisessä vaiheessa.
3
2 Keskiarvoista
Vaihe 1. G ≤ A. Voimme rajoituksetta olettaa, että u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ un.
Koska G sijaitsee pienimmän ja suurimman u-luvun välissä, on olemassa k,




















dt ≥ 0, (3)
ja koska integroitavat ovat ei-negatiivisia, on yhtäsuuruus voimassa, jos ja
vain jos uı = G kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . n}. Suorittamalla integroinnit ja sum-
maukset epäyhtälö (3) sievenee yhtäpitävästi epäyhtälöksi G ≤ A.
















mistä väite yhtäsuuruusehtoineen seuraa.
Vaihe 3. Soveltamalla Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epäyhtälöä lukuihin
u1, u2, . . . , un ja 1n ,
1
n
, . . . , 1
n
saadaan epäyhtälö A ≤ C yhtäsuuruusehtoineen.
Olemme siis todistaneet seuraavan lauseen.
Lause 2.1 Positiivisten lukujen u1, u2, . . . , un harmonisen, geometrisen, arit-
meettisen ja kontraharmonisen keskiarvon välillä vallitsee epäyhtälöketju
H ≤ G ≤ A ≤ C,
missä yhtäsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos u1 = u2 = . . . = un.
Todistus perustui oivalluksiin, joita olisi vaikea keksiä ”tyhjästä”. Vaikein
vaihe, G ≤ A, on Aignerin ja Zieglerin kirjasta [2, s. 110]. Se voidaan todis-
taa monella muullakin tavalla, esimerkiksi sidottuna ääriarvotehtävänä [20,
s. 224], tai kuten jo johdannossa mainittiin, induktiolla. Cauchyn keksimä in-
duktiotodistus löytyy myös kirjasta [2]. Ehkä kaikkein yksinkertaisin ja lyhin
todistus tälle epäyhtälölle saadaan Muirheadin lauseen avulla (s. 52, esim 1).
Lauseen 2.1 epäyhtälöitä, varsinkin AG-epäyhtälöä, sovelletaan usein ma-
tematiikkakilpailuissa. Seuraavassa esimerkissä ratkaistaan vuoden 2012 ma-
tematiikkaolympialaisissa esiintynyt tehtävä. Ratkaisu noudattaa artikkelis-
sa [18] annettuja suuntaviivoja.
4
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Esim. Olkoon kokonaisluku n ≥ 3. Todistettava, että jos a2, a3, . . . , an ∈ R+
ja a2 a3 . . . an = 1, niin
(1 + a2)2(1 + a3)3 . . . (1 + an)n > nn.
Todistus perustuu AG-epäyhtälöön. Jos k ∈ {2, 3, . . . , n}, niin
1 + ak = (k − 1) · 1
k − 1 + ak =
1
k − 1 +
1
k − 1 + . . .+
1
k − 1 + ak,




k − 1 +
1
k − 1 + . . .+
1









(1 + ak)k ≥ k
k
(k − 1)k−1 ak. (4)
Kertomalla epäyhtälöt (4) keskenään saadaan
(1 + a2)2(1 + a3)3 . . . (1 + an)n ≥ a2 a3 . . . an nn,
ja koska a2 a3 . . . an = 1, edelleen
(1 + a2)2(1 + a3)3 . . . (1 + an)n ≥ nn. (5)
AG-epäyhtälön yhtäsuuruusehdon mukaan yhtäsuuruus on voimassa, jos ja
vain jos
1
k − 1 = ak
kaikilla k ∈ {2, 3, . . . , n}, mutta tällöin





mikä on vastoin oletusta. Epäyhtälössä (5) vallitsee siis pelkästään erisuu-
ruus, joten väite on todistettu.
Seuraavassa osaluvussa pohdimme, mitkä ominaisuudet ovat useimmille
keskiarvoille yhteisiä ja mitä ominaisuuksia useamman muuttujan reaaliar-
voisella funktiolla tulee olla, jotta se määrittäisi keskiarvoksi kutsutun luvun.
Sen jälkeen keskitymme teoriaan, jonka avulla keskiarvojen väliset ja monet





Mitä lukujen u1, . . . , un keskiarvolla tarkoitetaan? Keskiarvoja käsittelevässä
kirjallisuudessa esitellään monia jatkuvia funktioita, joiden arvoja kutsutaan
u-lukujen keskiarvoiksi. Niillä on enemmän tai vähemmän yhteisiä ominai-
suuksia, mutta kaikille yhteistä näyttäisi olevan se, että keskiarvo sijaitsee
lukujoukon pienimmän ja suurimman luvun välissä ja on riippumaton luku-
jen keskinäisestä järjestyksestä. Voimme siis asettaa seuraavan määritelmän.
Olkoon f joukossa Rn tai jossakin sen osajoukossa määritelty jatkuva ja sym-
metrinen reaaliarvoinen funktio. Sen arvoa f(u1, . . . , un) kutsutaan lukujen
u1, . . . , un keskiarvoksi, jos
umin ≤ f(u1, . . . , un) ≤ umax.
Määritelmästä seuraa välittömästi, että f(u, u, . . . , u) = u.
Osoitamme, että keskiarvot H, G, A ja C ovat annetun määritelmän mu-
kaisia. Ne ovat selvästi jatkuvia ja symmetrisiä n:n muuttujan reaaliarvoisia
























G = n√u1u2 . . . un ≤ n
√
MM . . . M = n
√
Mn = M,
G = n√u1u2 . . . un ≥ n
√
mm . . . m = n
√
mn = m,
A = u1 + . . . + un
n





A = u1 + . . . + un
n







1 + . . . + u2n
u1 + . . .+ un
≤ Mu1 + . . . + Mun




1 + . . . + u2n
u1 + . . .+ un
≥ mu1 + . . . + mun




Lisäksi nämä keskiarvot ovat lukujen u1, . . . , un homogeenisia ja monotonisia
funktioita.
Bullen antaa viitteitä lähteisiin, joissa tarkastellaan mahdollisuuksia ak-
siomatisoida keskiarvon käsite, ks. [5, s. 435]. Tällöin pohdinnan kohteena
on, voisivatko muutamat sopivasti valitut ominaisuudet määrätä jonkin kes-
kiarvon yksikäsitteisesti. Tämä vaikea kysymys johtaa funktionaaliyhtälöiden
teoriaan, emmekä käsittele asiaa tässä työssä.
Kahden muuttujan tapauksessa eräät funktiot generoivat väliarvolauseen
kautta keskiarvoja. Jos esimerkiksi f on toisen asteen polynomifunktio, niin
yhtälöstä
f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)
seuraa yksikäsitteisesti
ξ = a+ b2 .
Yleisemmin, jos f on funktio, jonka derivaatalla g on käänteisfunktio g−1,











Lukua ξ voidaan pitää funktion f generoimana lukujen a ja b keskiarvona,
kun sovitaan, että jos a = b, niin ξ = a. Artikkelissa [22] pohditaan yh-
tälön (1) määräämän keskiarvon ominaisuuksia sekä sitä, voidaanko eräitä
tunnettuja keskiarvoja saada aikaan tällä tavalla.
Kahden positiivisen luvun keskiarvoja voidaan määritellä myös jatkuvan,
aidosti monotonisen reaaliarvoisen funktion avulla. Olkoon f : R+ → R
aidosti monotoninen, jatkuva funktio ja a, b > 0. Tällöin lukujen a ja b välissä
on täsmälleen yksi luku m, jolle
f(m) = 12 (f(a) + f(b)) .











Tämä ajatus voidaan yleistää mielivaltaiselle määrälle positiivisia lukuja.
Olkoot u1, . . . , un > 0, ja f(x) = xp, missä p 6= 0. Funktio f on positiivisille
7
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reaaliluvuille määritelty aidosti monotoninen, jatkuva reaaliarvoinen funktio.
Välillä [umin, umax] on yksikäsitteisesti määrätty luku m, jolle








m = m(p) =
(





Lukua m(p) kutsutaan lukujen u1, . . . , un potenssikeskiarvoksi. Näemme vä-
littömästi, että
m(1) = A ja m(−1) = H.






u1u2 . . . un = G.
Yhtälössä (2) on lähtökohtana funktion f arvojen aritmeettinen keskiar-
vo, mutta se voidaan luonnollisesti korvata muillakin keskiarvoilla. Jos esi-
merkiksi f(x) = ex ja
f(m) = n
√
f(u1)f(u2) . . . f(un),
niin
m = ln n
√
f(u1)f(u2) . . . f(un) =
u1 + u2 + . . .+ un
n
.
Eri funktiot voivat määrätä saman keskiarvon. Esimerkiksi monotoniset,
jatkuvat funktiot
f(x) = x1 + x ja g(x) =
1
1 + x,
missä x ∈ R+, määrittelevät aritmeettisen keskiarvon kautta saman kahta








ja g(m′) = 12
( 1






m′ = m = a+ b+ 2ab2 + a+ b .
Luku m toteuttaa keskiarvolle asetetut vaatimukset, sillä se on a:n ja b:n




3.1 Konveksisuuden määritelmä ja ominaisuuksia
Tässä luvussa I tarkoittaa reaalilukuväliä ja f yhden reaalimuuttujan reaa-





≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (1)





< λf(x) + (1− λ)f(y) (2)
kaikilla λ ∈]0,1[ ja kaikilla keskenään erisuurilla x, y ∈ I.
Esim. 1 Funktio u(x) = |x| on konveksi, sillä kolmioepäyhtälöstä seuraa
|λx + (1− λ)y| ≤ λ|x| + (1− λ)|y|
kaikilla x, y ∈ R ja λ ∈]0,1[.
Esim. 2 Funktio f(x) = x2 on aidosti konveksi, sillä konveksisuusehto (2)
pelkistyy epäyhtälöksi
(x − y)2 > 0.
Esim. 3 Funktio g(x) = x−1, x > 0, on aidosti konveksi, sillä konveksi-





> 2 tai (x − y)2 > 0
käsittelytavasta riippuen.
Funktio f on konkaavi (aidosti konkaavi) välillä I, jos erisuuruus epäyh-
tälöissä (1) tai (2) on vastakkaiseen suuntaan. Selvästi funktio f on (aidosti)
konkaavi, jos ja vain jos −f on (aidosti) konveksi. Täten konkaavisuutta kos-
kevat tulokset seuraavat välittömästi konveksisuutta koskevista. Voimme siis
keskittyä tutkimaan (aitoa) konveksisuutta.
Jos f on konveksi, niin piste (t,f(t)) ei ylitä pisteiden (x, f(x)) ja (y, f(y))










y − x ≤
f(y)− f(t)
y − t .
Nämä epäyhtälöt osoitetaan konveksisuudelle välttämättömiksi ehdoiksi viit-
teissä [4, s. 79], [26, s. 104] ja [28, s. 2]. Kuitenkin ne ovat myös riittäviä.
Lause 3.1 Funktio f : I → R on konveksi, jos ja vain jos kaikille ehdon




y − x . (3)
Todistus Olkoon f konveksi. Olkoot x, t, y ∈ I ja x < t < y. Tällöin on
olemassa λ ∈ ]0,1[ siten, että t = (1 − λ)x + λy. Koska f on konveksi, on
f(t) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) eli





Koska λ = (t− x)/(y − x), seuraa (4):stä (3).
Oletetaan käänteisesti, että (3) on voimassa. Olkoot x,y ∈ I, x < y ja
λ ∈ ]0,1[. Olkoon edelleen
t = λx+ (1− λ)y ∈ ]x,y[, jolloin t− x = (1− λ)(y − x) > 0,
ja siis
f(t)− f(x)










= f(t) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),
joten f on konveksi.
Lause 3.2 Funktio f : I → R on konveksi, jos ja vain jos kaikille ehdon
x < t < y toteuttaville välin I luvuille on voimassa
f(y)− f(x)
y − x ≤
f(y)− f(t)
y − t . (5)
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Todistus Olkoon f konveksi. Olkoot x, t, y ∈ I ja x < t < y. Tällöin on
olemassa λ ∈ ]0,1[ siten, että t = λx + (1 − λ)y. Koska f on konveksi, on





≤ f(y)− f(t). (6)
Koska λ = (y − t)/(y − x), seuraa (6):sta (5).
Oletetaan käänteisesti, että (5) on voimassa. Olkoot x,y ∈ I, x < y ja
λ ∈ ]0,1[. Tällöin
t = λx+ (1− λ)y ∈ ]x,y[ ja y − t = λ(y − x) > 0,
joten epäyhtälö (5) saadaan muotoon
f(y)− f(x)
y − x ≤
f(y)− f(t)
λ(y − x) ,
ja edelleen






= f(t) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).
Siis f on konveksi, ja lause on todistettu.
Lause 3.3 Funktio f : I → R on konveksi, jos ja vain jos kaikille ehdon




y − t . (7)
Todistus Jos f on konveksi, niin epäyhtälöistä (3) ja (5) seuraa (7).
Oletetaan käänteisesti, että (7) on voimassa. Olkoot x,y ∈ I, x < y ja
λ ∈ ]0,1[. Tällöin t = λx+ (1− λ)y ∈ ]x,y[, joten
t− x = (1− λ)(y − x) > 0 ja y − t = λ(y − x) > 0. (8)










ja edelleen (8):n avulla





≤ λf(x) + (1−λ)f(y), joten f on konveksi.
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Lauseet 3.4–3.6 todistuvat samalla tavalla kuin lauseet 3.1–3.3.
Lause 3.4 Funktio f : I → R on aidosti konveksi, jos ja vain jos kaikille




y − x . (9)
Lause 3.5 Funktio f : I → R on aidosti konveksi, jos ja vain jos kaikille
ehdon x < t < y toteuttaville välin I luvuille on voimassa
f(y)− f(x)
y − x <
f(y)− f(t)
y − t . (10)
Lause 3.6 Funktio f : I → R on aidosti konveksi, jos ja vain jos kaikille




y − t . (11)
Vastaavat konkaavisuutta koskevat tulokset saadaan kääntämällä lauseiden
3.1–3.6 epäyhtälöt vastakkaisiin suuntiin.
Lauseiden 3.1–3.6 sisältö voidaan kiteyttää seuraaviksi konveksisuuden
luonnehdinnoiksi.
Lause 3.7 Funktio f : I → R on (aidosti) konveksi, jos ja vain jos funktio
I \ {a} 3 x 7−→ f(x)− f(a)
x− a
on (aidosti) kasvava kaikilla a ∈ I. Funktio f : I → R on (aidosti) konveksi,
jos ja vain jos funktio
g(x,y) = f(x)− f(y)
x− y , (x, y ∈ I, x 6= y)
on (aidosti) kasvava kummankin muuttujan suhteen.
Esim. 4 Funktiot f(x) = x2 ja g(x) = x−1 (x > 0) nähdään aidosti konvek-








y − t ⇔ x < y,
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y − t ⇔ x < y.
Esim. 5 Funktio h(x) =
√










Eräitä konveksien funktioiden yleisiä ominaisuuksia voidaan todistaa lausei-
den 3.1–3.3 avulla.
Lause 3.8 ([28], s. 18, teht. 5) Rajoitettu konveksi funktio f : R → R on
vakio.
Todistus Olkoot u, v ∈ R ja u < v. Tehdään vastaoletus f(u) 6= f(v).
Voimme olettaa, että f(u) < f(v). Tapaus f(u) > f(v) käsitellään samalla
tavalla. Määritellään funktio
g(x) = f(v) + f(v)− f(u)
v − u (x− v).








(x− v) ≥ 0
lauseen 3.3 perusteella. Siis f(x) ≥ g(x), kun x > v. Kun x → ∞, niin
g(x)→∞, joten myös f(x)→∞, eli f ei ole rajoitettu. Vastaoletus f(u) 6=
f(v) siis johtaa ristiriitaan, joten f(u) = f(v) kaikilla u, v ∈ R.
Tutkimme seuraavassa, miten konveksisuus ja konkaavisuus säilyvät funk-
tioita yhdistettäessä. Oletamme aluksi, että f on välillä I määritelty konveksi
funktio. Jos g on joukossa f(I) määritelty kasvava ja konveksi funktio, niin

















joten g ◦ f on konveksi.
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Jos g on vähenevä ja konkaavi funktio, niin

















joten g ◦ f on konkaavi.
Olkoon f nyt välillä I määritelty konkaavi funktio. Jos g on joukossa f(I)
määritelty kasvava ja konkaavi funktio, niin

















joten g ◦ f on konkaavi.
Jos g on vähenevä ja konveksi funktio, niin

















joten g ◦ f on konveksi.
Kokoamme tulokset lauseeksi.
Lause 3.9 Oletetaan, että f on välillä I ja g on joukossa f(I) määritelty
funktio.
i) Jos f on konveksi ja g on kasvava sekä konveksi, niin g ◦f on konveksi.
ii) Jos f on konveksi ja g on vähenevä sekä konkaavi, niin g◦f on konkaavi.
iii) Jos f on konkaavi ja g on kasvava sekä konkaavi, niin g◦f on konkaavi.
iv) Jos f on konkaavi ja g on vähenevä sekä konveksi, niin g◦f on konveksi.
Esim. 6 Funktio g(x) = x−1 (x > 0) on vähenevä ja konveksi, joten jos f
on ei-negatiivinen konkaavi funktio, niin (g ◦ f)(x) = f(x)−1 on konveksi.
Funktio h(x) =
√
x on kasvava ja konkaavi, joten jos f on ei-negatiivinen





3.2 Konveksisuus ja jatkuvuus




1, kun x = 0,
x, kun 0 < x ≤ 1,
on konveksi mutta ei jatkuva. Sen sijaan avoimella välillä määritelty konveksi
funktio on aina jatkuva.
Lause 3.10 Avoimella välillä määritelty konveksi funktio on jatkuva.
Todistus Olkoon ]a,b[ konveksin funktion f määrittelyväli ja t ∈]a,b[. Osoi-
tamme, että f on jatkuva pisteessä t. Olkoot c, d, x, y ∈]a,b[ siten, että








Ensimmäinen ja kolmas lauseke ovat x:stä riippumattomia, joten merkitsem-
me ne vakioiksi m ja m′. Siis
m ≤ f(t)− f(x)
t− x ≤ m
′,
mistä seuraa
m(t− x) ≤ f(t)− f(x) ≤ m′(t− x).
Kun x→ t−, niin t− x→ 0, joten f(x)→ f(t). Siis,
lim
x→t− f(x) = f(t). (1)









y→t+ f(y) = f(t), (2)
joten f on jatkuva pisteessä t.
Jatkuvuus on siis välttämätön ehto avoimella välillä määritellyn funktion
konveksisuudelle. Esitämme riittävän ehdon seuraavassa lauseessa, joka on
harjoitustehtävänä Rudinin kirjassa [25, s. 73, teht. 3].
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≤ f(x) + f(y)2 (3)
kaikilla x,y ∈ ]a,b[ , niin f on konveksi.











Todistamme aluksi induktiolla, että jos p ∈ Sn, niin
f
(
p x+ (1− p)y
)
≤ p f(x) + (1− p) f(y).
Väite on tosi, kun p ∈ S1. Oletetaan nyt että se on tosi, kun p ∈ Sn, ja olkoon
q ∈ Sn+1. Luvun q osoittaja h voidaan esittää summana h = u + v, missä
u, v ∈ {0, 1, 2, 3, . . . 2n}, joten
qx+ (1− q)y = u+ v2n+1 x +
(

















































2 − u+ v2n
)


















p x+ (1− p)y
)
≤ p f(x) + (1− p) f(y)
kaikilla p ∈ Sn ja n ∈ Z+, siis kaikilla p ∈ S. Koska S on välin [0,1] tiheä





≤ λ f(x) + (1− λ) f(y)
voimassa kaikilla λ ∈ ]0,1[ , joten f on konveksi.
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Rudin toteaa mainitun tehtävän yhteydessä, että funktion jatkuvuus on
ehdon (3) lisäksi välttämätöntä funktion konveksisuudelle. Mutta onko ole-
massa ehdon (3) toteuttavaa epäjatkuvaa funktiota? Näytämme, että on.
Lause 3.12 On olemassa epäjatkuva funktio f , joka toteuttaa yhtälön
2f(x) = f(x+ y) + f(x− y)
kaikilla x, y ∈ R.
Todistus Reaalilukujen joukko R voidaan ajatella vektoriavaruudeksi, jon-
ka skalaarikunta on Q. Olkoon H = {eı | ı ∈ I} tämän avaruuden kanta.






missä kertoimet λı ovat rationaalilukuja, ja enintään äärellinen määrä niistä
on nollasta eroavia. Kiinnitetään yksi kantavektori eı0 ∈ H, ja asetetaan
funktion f arvoksi kullekin reaaliluvulle x esityksessä (4) oleva λı0 . Siis, jos
x = λı0eı0 +
∑
ı 6=ı0




ovat mielivaltaisesti valittuja reaalilukuja, niin f(x) = λı0 ja f(y) = µı0 . Nyt
2f(x) = 2λı0 , f(x+ y) = λı0 + µı0 ja f(x− y) = λı0 − µı0 ,
mistä seuraa
2f(x) = 2λı0 = λı0 + µı0 + λı0 − µı0 = f(x+ y) + f(x− y).
Funktio ei ole jatkuva, sillä se ei ole vakio (f(0) = 0 ja f(eı0) = 1), ja sen
arvojoukko sisältyy rationaalilukujen joukkoon. Muuttujavaihdoilla
x+ y = t ja x− y = s
näemme, että f toteuttaa lauseen 3.11 ehdon (3).
Huomautus KantaH nähdään ylinumeroituvaksi epäsuorasti. Jos nimittäin
se olisi numeroituva, niin tulojoukon Q × H äärellisten osajoukkojen muo-
dostama joukko P olisi myös numeroituva. Luvun x ∈ R esitys kannassa H
määrää bijektion
 : P → R,
joten myös R olisi numeroituva.
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Lause 3.13 Jos f ja g ovat välillä I määriteltyjä konvekseja funktioita ja
a, b ≥ 0, niin funktio af + bg on konveksi.
Todistus Olkoot x, y ∈ I sekä λ ∈]0,1[ mielivaltaisesti valittuja. Tällöin,
koska f ja g ovat konvekseja ja a, b ≥ 0, on
(af + bg)(λx+ (1− λ)y) = af(λx+ (1− λ)y) + bf(λx+ (1− λ)y)
≤ aλf(x) + a(1− λ)f(y) + bλg(x) + b(1− λ)g(y)
= λ(af + bg)(x) + (1− λ)(af + bg)(y),
joten af + bg on konveksi.
Avoimella välillä I määriteltyjen jatkuvien reaalifunktioiden joukko on
vektoriavaruus, jota merkitään C(I). Välillä I määriteltyjen konveksien funk-
tioiden joukko on C(I):n osajoukko, mutta ei aliavaruus, sillä −f ei yleensä
ole konveksi vaikka f on. Lauseen 3.13 mukaan kuitenkin kaikki konvek-
sien funktioiden lineaarikombinaatiot, joiden kertoimet ovat ei-negatiivisia,
ovat konvekseja. Myös nollafunktio on konveksi, joten konveksien funktioiden
joukko muodostaa origohuippuisen kartion vektoriavaruudessa C(I).
3.3 Konveksisuus ja derivoituvuus
Avoimella välillä määritelty konveksi funktio on jatkuva, joten herää kysy-
mys onko se myös derivoituva. Esimerkki f(x) = |x| osoittaa, että näin ei
aina ole. Tämä funktio on kuitenkin kaikkialla sekä vasemmalta että oikeal-
ta derivoituva, mikä osoittautuu avoimella välillä määriteltyjen konveksien
funktioiden yleiseksi ominaisuudeksi. Käsittelemme asiaa lauseissa 3.14–3.17
kirjan [4] mukaan.
Lause 3.14 Olkoon f avoimella välillä I määritelty konveksi funktio. Tällöin
f ′−(x) ja f ′+(x) ovat olemassa kaikilla x ∈ I. Jos lisäksi a,b ∈ I, a < b ja
x ∈ ]a,b[, niin
f ′+(a) ≤ f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(b). (1)
Todistus Olkoon x ∈ I. Olkoon edelleen (αn) kohti lukua x suppeneva
kasvava jono välin ]a,x[ alkioita, ja (βn) niin’ikään kohti lukua x suppeneva
vähenevä jono välin ]x,b[ alkioita. Tarkastellaan erotusosamääristä
γn =
f(αn)− f(x)
αn − x ja δn =
f(βn)− f(x)
βn − x
muodostuvia jonoja (γn) ja (δn). Lauseen 3.7 mukaan jono (γn) on kasvava
ja jono (δn) vähenevä. Edelleen γn ≤ δ1 ja δn ≥ γ1 kaikilla n:n arvoilla.
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Täten jonot (γn) ja (δn) suppenevat monotonisen jonon suppenemislauseen
perusteella. Koska (αn) ja (βn) ovat mielivaltaisia, on
lim
n→∞ γn = f
′
−(x) ja limn→∞ δn = f
′
+(x).
Täten f on vasemmalta ja oikealta derivoituva kaikissa pisteissä x ∈ I.
Lauseen 3.7 mukaan γn ≤ δm kaikilla n,m ∈ Z+, joten epäyhtälön säily-
misperiaatteen perusteella f ′−(x) ≤ f ′+(x).
Edellä sanotusta seuraa, että toispuoliset derivaatat ovat olemassa myös
pisteissä a ja b. Olkoon (an) kohti lukua a suppeneva vähenevä jono välin






an − α1 ≤
f(x)− f(αn)
x− αn ≤ f
′
−(x).
Jonon (εn) raja-arvo on f ′+(a), joten epäyhtälö f ′+(a) ≤ f ′−(x) toteutuu.
Samalla tavalla todistetaan, että f ′+(x) ≤ f ′−(b). Siis (1) on voimassa.
Lause 3.15 Avoimella välillä määritelty konveksi funktio on derivoituva välin
melkein jokaisessa pisteessä.
Todistus Olkoon f välillä avoimella välillä I määritelty konveksi funktio ja
S = {x ∈ I |f ′(x) ei olemassa}. Edellisen lauseen mukaan f on vasemmalta
ja oikealta derivoituva kaikilla x ∈ I ja f ′−(x) ≤ f ′+(x). Jos x ∈ S, on siis
f ′−(x) < f ′+(x), ja on olemassa rationaaliluku qx ∈]f ′−(x),f ′+(x)[. Jos x, y ∈ S
ja x < y, niin epäyhtälöketjua (1) soveltaen saamme
f ′−(x) < f ′+(x) ≤ f ′−(y) < f ′+(y),
mistä seuraa qx < qy. Täten funktio S 3 x 7−→ qx on injektio. Koska
tämän funktion arvojoukko on numeroituva, on myös sen määrittelyjoukko
S numeroituva ja siten nollamittainen.
Olkoon f avoimella välillä I konveksi funktio. Lauseiden 3.7 ja 3.12 mu-
kaan kaikilla x, c, y ∈ I, x < c < y, on voimassa
f(x)− f(c)
x− c ≤ f
′
−(c) ≤ f ′+(c) ≤
f(y)− f(c)
y − c .
Tästä epäyhtälöketjusta saadaan välittömästi seuraava lause.
Lause 3.16 Olkoon f avoimella välillä I määritelty konveksi funktio ja c ∈ I.
Tällöin kaikilla m ∈ [f ′−(c),f ′+(c)] ja kaikilla x ∈ I on voimassa
f(x) ≥ f(c) + m(x− c).
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Siis käyrän y = f(x) jokaisen pisteen (c, f(c)), c ∈ I, kautta kulkee suora
y = f(c) + m(x − c), joka ei ylitä käyrää. Tällaista suoraa kutsutaan f :n
tukisuoraksi (supporting line). Jos f ′−(c) < f ′+(c), niin (c,f(c)):n kautta kul-
kevia tukisuoria on useita. Jos f on derivoituva pisteessä c, niin m = f ′(c),
ja tukisuora on käyrän tangentti.
(c, f(c))
y = f(x)
Derivoituvan funktion konveksisuudelle saamme helpohkon kriteerin.
Lause 3.17 Olkoon f : I → R derivoituva. Jos ja vain jos f ′ on (aidosti)
kasvava, niin f on (aidosti) konveksi.
Todistus Olkoot x, t ja y ehdon x < t < y toteuttavia I:n lukuja ja f ′
(aidosti) kasvava. Väliarvolauseen mukaan on olemassa ξ1 ∈]x, t[ ja ξ2 ∈]t, y[
siten, että
f(t)− f(x)
t− x = f
′(ξ1) ja
f(y)− f(t)
y − t = f
′(ξ2).
Koska ξ1 < ξ2 ja f ′ on kasvava, on f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2), joten
f(t)− f(x)
t− x = f
′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) = f(y)− f(t)
y − t ,
ja on f konveksi lauseen 3.3 perusteella. Jos f ′ on aidosti kasvava, niin epäyh-
tälöstä ξ1 < ξ2 seuraa f ′(ξ1) < f ′(ξ2), joten
f(t)− f(x)
t− x = f
′(ξ1) < f ′(ξ2) =
f(y)− f(t)
y − t ,
ja f on aidosti konveksi lauseen 3.6 perusteella.
Olkoon nyt f : I → R konveksi ja derivoituva, sekä x, t, c, s ja y välin I






y − c ≤
f(s)− f(y)
s− y ,
mistä epäyhtälön säilymisperiaatteen mukaan seuraa f ′(x) ≤ f ′(y). Täten f ′
on kasvava. Samalla tavalla todistetaan (lauseiden 3.4 - 3.6 avulla), että jos
f on aidosti konveksi, niin f ′ on aidosti kasvava.
20
3 Konvekseista funktioista
Seuraus 3.18 Olkoon f : I → R derivoituva. Jos ja vain jos f ′ on (aidosti)
vähenevä, niin f on (aidosti) konkaavi.
Seuraus 3.19 Jos f on kahdesti derivoituva ja jos f ′′ on ei-negatiivinen, niin
f on konveksi. Jos f ′′ on ei-negatiivinen ja sillä on vain erillisiä nollakohtia,
niin f on aidosti konveksi. Jos f ′′ on ei-positiivinen ja sillä on vain erillisiä
nollakohtia, niin f on aidosti konkaavi.
Esim. 3 Funktiot f(x) = ex ja g(x) = − ln x ovat aidosti konvekseja, sillä
f ′′(x) = ex > 0 kaikilla x ∈ R ja g′′(x) = x−2 > 0 kaikilla x ∈ R+.
Esim. 4 Funktiot fn(x) = x2n, n ∈ Z+, ovat aidosti konvekseja. Funktiot
gn(x) = x2n+1, n ∈ Z+, ovat aidosti konvekseja välillä [0,∞[ ja aidosti kon-
kaaveja välillä ]−∞, 0].
Esim. 5 Funktio
f : R+ → R, f(x) = x ln x
on aidosti konveksi, sillä f ′′(x) = x−1 > 0.
Esim. 6 Funktio
f(x) = ln x1 + ln x
on aidosti konkaavi välillä ]1e ,∞[, sillä
f ′′(x) = − 1
x2
(
(1 + ln x)−2 + 2(1 + ln x)−3
)
< 0
kun x > 1e .
3.4 Jensenin epäyhtälö
Konveksisuuden määritelmä voidaan kirjoittaa seuraavasti:
Funktio f : I → R on konveksi, jos
f(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2)
kaikilla x1, x2 ∈ I ja kaikilla λ1, λ2 ∈]0, 1[, joille λ1 + λ2 = 1.
Jensenin epäyhtälö yleistää määritelmässä olevan epäyhtälön useammalle
λ:n ja x:n arvolle.
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Lause 3.20 Olkoon f : I → R konveksi funktio ja olkoot λ1, λ2, . . . , λn
positiivisia lukuja, joiden summa on 1. Tällöin kaikilla x1, x2, . . . , xn ∈ I
f(λ1x1 + . . . + λnxn) ≤ λ1f(x1) + . . . + λnf(xn). (1)
Todistus (Vrt. [26, s. 87 - 89]) Konveksisuuden määritelmän mukaan väite
on tosi kun n = 2. Jos se on tosi (n− 1):lle luvulle, niin, koska



























= λ1f(x1) + . . . + λn−1f(xn−1) + λnf(xn).
Valitsemalla kaikki λ:t yhtä suuriksi saamme monessa yhteydessä käyt-
tökelpoisen seurauslauseen.
Seuraus 3.21 Jos f : I → R on konveksi ja x1, x2, . . . , xn ∈ I, niin
f
(
x1 + x2 + . . . + xn
n
)
≤ f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn)
n
. (2)
Milloin epäyhtälöissä (1) ja (2) vallitsee yhtäsuuruus? Saamme yksinker-
taisen välttämättömän ja riittävän ehdon, mikäli konveksisuus on aito.
Lause 3.22 Olkoon f : I → R aidosti konveksi, x1, . . . , xn ∈ I ja λ1 . . . , λn
positiivisia lukuja, joiden summa on 1. Tällöin
f(λ1x1 + . . . + λnxn) = λ1f(x1) + . . . + λnf(xn) (3)
jos ja vain jos x1 = . . . = xn.
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Todistus (Vrt. [26, s. 89 - 90]) Selvästi (3) on voimassa, jos x1 = . . . = xn.
Oletetaan nyt, että (3) on voimassa, ja tehdään vastaoletus, että luvut x1, . . . , xn
eivät ole kaikki yhtä suuria. Voimme rajoituksetta olettaa, että ne ovat pie-
nimmästä alkaen suuruusjärjestyksessä. Tällöin x1 on niistä pienin. Olkoon
xk ensimmäinen siitä poikkeava luku. Siis
x1 = . . . = xk−1 < xk ≤ . . . ≤ xn.
Merkitään vielä µ = λ1 + . . .+ λk−1, jolloin λk + . . .+ λn = 1− µ. Koska f
on aidosti konveksi ja
x1 <
λk










µx1 + (1− µ)
(
λk




< µf(x1) + (1− µ)f
(
λk




≤ (λ1 + . . . + λk−1)f(x1) + λkf(xk) + . . . + λnf(xn)
= λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . . + λnf(xn),
mikä on ristiriidassa oletuksen (3) kanssa. Siis ei ole ensimmäistäkään lukua
xk, joka poikkeaisi pienimmästä luvusta x1, joten x1 = . . . = xn.
Yleisessä tapauksessa on helppo osoittaa, että (3) on voimassa, jos ja
vain jos x1 = . . . = xn tai nämä luvut kuuluvat sellaiseen väliin, jossa f on
asteluvultaan enintään 1 oleva polynomi.
Seuraavassa on vielä yksi käyttökelpoinen muoto (lauseen 3.20 välitön
seuraus) Jensenin epäyhtälöstä.




w1x1 + w2x2 + . . .+ wnxn
w1 + w2 + . . .+ wn
)
≤ w1f(x1) + w2f(x2) + . . .+ wnf(x2)
w1 + w2 + . . .+ wn
kaikilla x1, x2, . . . , xn ∈ I.
Huomautus Konkaaveille funktioille saadaan lauseita 3.20 ja 3.23 vastaavat
tulokset kääntämällä niissä erisuuruusmerkit vastakkaisiin suuntiin. Lauseen
3.22 yhtäsuuruusehto on voimassa myös niille.
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Käsittelemme seuraavissa esimerkeissä eräitä Jensenin epäyhtälön sovel-
luksia.
Esim 1 Funktio f(x) = x2 on aidosti konveksi, joten seurauslausetta 3.21
soveltaen saadaan kaikilla x1, x2, . . . xn ∈ R voimassa oleva epäyhtälö
(x1 + x2 + . . .+ xn)2 ≤ n(x21 + x22 + . . .+ x2n).
Yhtäsuuruus vallitsee, jos ja vain jos x1 = x2 = . . . = xn. Näin saadaan uusi
todistus AC-epäyhtälölle (lause 2.1).













≥ (1 + n)n.
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u1 = u2 = . . . = un = 1n .











u1 + u2 + . . .+ un
n
)






















Koska u1 + . . .+ un = 1, saadaan











mistä väite seuraa. Yhtäsuuruusehto on voimassa, koska f on aidosti kon-
veksi.













Tämä epäyhtälö muistuttaa sivulla 5 nähtyä olympiatehtävän epäyhtälöä.
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Seuraava esimerkki käsitellään eri tavalla kuin lähteessä [5, s. 121].
Esim. 3 Jos u1, . . . , un > 0, niin
1 + n√u1u2 . . . un ≤ n
√
(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un).
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u1 = u2 = . . . = un.
Väitteen todistamiseksi tutkitaan funktiota f(x) = ln (1 + ex). Se on aidosti
konveksi, sillä
f ′′(x) = e
x
(1 + ex)2 > 0




ln u1 + ln u2 + . . .+ ln un
n
)


























(1 + u1) . . . (1 + un)
)
,
mistä väite seuraa. Yhtäsuuruusehto on voimassa, koska f on aidosti kon-
veksi.
Seuraavassa esimerkissä todistetaan useita epäyhtälöitä saman funktion
avulla Jensenin epäyhtälöä soveltaen.
Esim. 4 Jos u1, u2, . . . , un ≥ 1, niin
u1
1 + u1
+ u21 + u2
+ . . .+ un1 + un




+ 11 + u2
+ . . .+ 11 + un
≥ n1 + Gu , (5)
missä Gu on näiden lukujen geometrinen keskiarvo. Yhtäsuuruudet ovat voi-
massa, jos ja vain jos u1 = . . . = un.
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Jos 0 < v1, v2, . . . , vn ≤ 1, niin
v1
1 + v1
+ v21 + v2
+ . . .+ vn1 + vn




+ 11 + v2
+ . . .+ 11 + vn
≤ n1 + Gv , (7)
missä Gv on näiden lukujen geometrinen keskiarvo. Yhtäsuuruudet ovat voi-
massa, jos ja vain jos v1 = . . . = vn.
Epäyhtälöiden (4)–(7) todistamiseksi tutkitaan funktiota
f(x) = e
x
1 + ex .
Se on aidosti konveksi välillä ]−∞, 0] ja aidosti konkaavi välillä [0,∞[, sillä
sen toinen derivaatta
f ′′(x) = e
x(1− ex)
(1 + ex)3
on positiivinen välillä ] − ∞, 0[ ja negatiivinen välillä ]0,∞[. Soveltamalla
Jensenin epäyhtälöä lukujen u1, . . . , un logaritmeihin saadaan
e 1n (lnu1+...+lnun)










mistä (4) yhtäsuuruusehtoineen seuraa. Jos 0 < v1, v2, . . . , vn ≤ 1, saadaan
samalla tavalla epäyhtälö (6). Soveltamalla epäyhtälöä (6) lukujen u1, . . . , un
käänteislukuihin saadaan epäyhtälö (5). Soveltamalla epäyhtälöä (4) luku-
jen v1, . . . , vn käänteislukuihin saadaan epäyhtälö (7). Yhtäsuuruusehtojen
voimassaolo seuraa epäyhtälöiden (4) ja (6) yhtäsuuruusehdoista.























Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos on olemassa positiivinen vakio k
siten, että vı = kuı kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}.
Väite todistuu funktion








avulla. Se on aidosti konkaavi, sillä











kaikilla x ∈]0,∞[ ja p ∈]1,∞[. Lausetta 3.23 vastaavan konkaavia funktiota
käsittelevän lauseen mukaan(
(w1+ . . .+wn)
1
p + (w1x1+ . . .+wnxn)
1
p
)p ≥ w1(1+x 1p1 )p+ . . .+wn(1+x 1pn )p
kaikilla x1, . . . , xn ∈ R+ ja kaikilla w1, . . . , wn ∈ R+. Olkoot u1, . . . , un ja
v1, . . . , vn positiivisia reaalilukuja. Sijoittamalla viimeksi saatuun epäyhtä-
löön





kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}
saadaan(
(up1 + . . .+ upn)
1
p + (vp1 + . . .+ vpn)
1
p




























= kp = vakio kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}
eli jos ja vain jos vı = kuı kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}.
Käsittelemme Minkowskin epäyhtälöä perusteellisemmin luvussa 7.6.
Seuraavan esimerkin tehtävä on Leningradin (nykyisin Pietari) matema-
tiikkaolympialaisista vuodelta 1988.











a+ b+ c+ d.
Väite todistuu Jensenin epäyhtälön avulla, mutta ratkaisu ei ole aivan suo-
raviivainen. Funktio g(t) = 8t−1, t > 0, on aidosti konveksi. Soveltamalla






























Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b = 12c =
1
4d. Yhtäsuuruusehto
sievenee muotoon d = 4a, c = 2a, b = a.
Seuraava esimerkki juontuu epäonnistuneesta yrityksestä todistaa edelli-
sen esimerkin epäyhtälö AG-epäyhtälön avulla.









a+ b+ c. (8)














































Yhtäsuuruus sulkeutuu pois, sillä se ei voi olla voimassa AG-epäyhtälöissä
(9) ja (10) samanaikaisesti.










on voimassa kaikilla a, b, c > 0 siten, että myös yhtäsuuruus on voimassa
joillakin muuttujien arvoilla. Tämä ratkaistaan seuraavassa esimerkissä.










a+ b+ c . (11)





Epäyhtälö (11) todistuu aidosti konveksin funktion g(t) = t−1, t > 0,









Funktion g aidon konveksisuuden takia yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain
jos




mikä pelkistyy muotoon b = a, c = 2
√
2a.
Lähteen [19] mukaan seuraavaa potenssikeskiarvoepäyhtälöä tarvitaan toi-
sinaan vaikeammissa kilpailutehtävissä.
Esim. 9 [19, teht. 52] Jos 0 < s < t, p1, . . . , pn > 0, x1, . . . , xn > 0 ja















Väitteen todistamiseksi tutkimme funktiota g(u) = u ts , u > 0. Se on
aidosti konveksi, koska t > s > 0. Soveltamalla Jensenin epäyhtälöä lukuihin
xs1, . . . , x
s
n saadaan
g(p1xs1 + . . .+ pnxsn) ≤ p1g(xs1) + . . .+ png(xsn),
mikä sievenee muotoon








(p1xs1 + . . .+ pnxsn)
t
s ≤ p1xt1 + . . .+ pnxtn.
Korottamalla viimeksi saatu epäyhtälö potenssiin 1
t
saadaan todistettava
epäyhtälö. Koska funktio g on aidosti konveksi, on yhtäsuuruus voimassa,
jos ja vain jos xs1 = . . . = xsn eli x1 = . . . = xn.




Esim. 10 Jos u1, . . . , un > 0 ja v1, . . . , vn > 0, niin
(v1 + v2 + . . .+ vn)2














Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos vektorit
u = (u1, u2, . . . , un) ja v = (v1, v2, . . . , vn)
ovat samansuuntaiset.
Tämäkin epäyhtälö todistuu aidosti konveksin funktion g(t) = t−1, t > 0, ja
Jensenin epäyhtälön avulla. Olkoot







missä k = 1, 2, . . . , n. Tällöin λ1+λ2+. . .+λn = 1, joten Jensenin epäyhtälön
mukaan
g(λ1α1 + λ2α2 + . . .+ λnαn) ≤ λ1g(α1) + λ2g(α2) + . . .+ λng(αn),
mikä sievenee muotoon
1































mistä (12) seuraa. Koska g on aidosti konveksi, on yhtäsuuruus voimassa, jos





= . . . = un
vn
,
mikä on yhtäpitävää vektorien
u = (u1, u2, . . . , un) ja v = (v1, v2, . . . , vn)
samansuuntaisuuden kanssa.
Esim. 11 Olkoon x diskreetti, äärellinen satunnaismuuttuja, jonka arvo-
joukko {x1, x2, . . . , xn} sisältyy konveksin funktion f määrittelyväliin I. Jos
P (x = xk) = pk, niin p1 + p2 + . . .+ pn = 1. Jensenin epäyhtälön mukaan






Lause 3.24 (Petrovićin epäyhtälö) Jos f : [0,∞[→ R on konveksi funktio,
niin
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) ≤ f(x1 + x2 + . . .+ xn) + (n− 1)f(0) (1)
kaikilla x1, x2, . . . , xn > 0. Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos f on
enintään astetta 1 oleva polynomi.











λı = 1 ja xı = λıs + (1− λı) · 0
kaikilla ı = 1, . . . n. Funktion konveksisuudesta seuraa
f(xı) ≤ λıf(s) + (1− λı)f(0) , ı = 1, . . . , n.
Laskemalla yhteen nämä epäyhtälöt saadaan (1). Yhtäsuuruusehto on selvästi
voimassa.
Huomautus Jos f : [0,∞[→ R on konkaavi, niin epäyhtälössä (1) on vas-
takkaissuuntainen erisuuruus. Jos f on aidosti konveksi tai konkaavi, niin
epäyhtälössä vallitsee pelkästään erisuuruus.
Petrovićin epäyhtälön avulla on helppo konstruoida epäyhtälöitä, joiden
todistaminen olisi muuten työlästä.
.
Esim. Funktiot f : [0,∞[→ R,
f(x) = x1 + x sekä g(x) =
√
f(x)
ovat aidosti konkaaveja ja f(0) = g(0) = 0. Jos a, b, c > 0, niin
a
1 + a +
b
1 + b +
c
1 + c >
a+ b+ c
1 + a+ b+ c
ja √
a
1 + a +
√
b
1 + b +
√
c
1 + c >
√
a+ b+ c
1 + a+ b+ c.
Nämä epäyhtälöt yleistyvät välittömästi useammallekin positiiviselle luvulle.
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3.6 Konveksisuus ja puolisuunnikassääntö
Jos funktio f on aidosti konveksi välillä I ja [a, b] ⊂ I, niin puolisuunnikas-




a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b



















Jos f on aidosti konkaavi, niin saadaan vastaavasti epäyhtälö








Esim. 1 Funktio f(x) = x−1, x > 0, on aidosti konveksi, joten epäyhtälöä












dx = 12 +
1
2n + lnn,
mikä osoittaa, että sarja hajaantuu. Tästä epäyhtälöstä seuraa myös, että




2 , kun n ≥ 2,
joten jono (γn)∞n=2 on alhaalta rajoitettu. Se on myös aidosti vähenevä, sillä












n+ 1 = 0.
Monotonisen jonon suppenemislauseen perusteella jono (γn)∞n=2 on siis sup-
peneva. Tunnetusti sen raja-arvo on Eulerin vakio γ.
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Esim. 2 Funktio f(x) = 1√
x





























n− 32 . (4)
Oikea puoli on varsin hyvä likiarvo summalle
1 + 1√
2
+ . . .+ 1√
n
.
Esimerkiksi arvolla n = 100 tämä summa on (kahdella desimaalilla) 18,59 ja
kaavan (4) antama arvo on 18,55.
Esim. 3 Funktio f(x) =
√































n− 16 . (5)




2 + . . .+
√
n.
Esimerkiksi arvolla n = 100 tämä summa on 671,46 ja kaavan (5) antama
arvo on 671,50.
Esim. 4 Olkoon p > 1. Funktio f(x) = x−p, x > 0, on aidosti konveksi, joten
samalla tavalla kuin esimerkissä 2 saadaan epäyhtälö





Esimerkiksi arvoilla n = 100 ja p = 1,2 epäyhtälön vasen puoli on 3,60 ja oi-
kea puoli on 3,51. Antamalla p→ 1 saadaan harmonisen sarjan osasummalle
esimerkissä 1 nähtyä heikompi arvio










+ . . . + λn
un
,
Gλ = uλ11 . . . uλnn ,
Aλ = λ1u1 + . . . + λnun ja
Cλ = λ1u
2
1 + . . . + λnu2n
λ1u1 + . . . + λnun
,
missä u1, . . . , un > 0, λ1 . . . λn > 0 ja λ1 + . . . + λn = 1, eivät ole mää-
ritelmän mukaisia keskiarvoja koska ne eivät ole muuttujiensa symmetrisiä
funktioita. Lause 2.1 voidaan kuitenkin yleistää niitäkin koskevaksi.
Lause 4.1 Positiivisten lukujen u1, . . . , un painotettujen keskiarvojen välillä
vallitsee epäyhtälöketju
Hλ ≤ Gλ ≤ Aλ ≤ Cλ, (1)
missä yhtäsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos u1 = . . . = un.
Todistus
Vaihe 1. Gλ ≤ Aλ. On olemassa luvut x1, . . . , xn siten, että uı = exı kaikilla
ı ∈ {1, 2, . . . , n}. Koska funktio f(x) = ex on aidosti konveksi, on Jensenin
epäyhtälön mukaan
eλ1x1+...+λnxn ≤ λ1ex1 + . . . + λnexxn .
Yhtälöiden uk = exk avulla tämä sievenee muotoon
Gλ = uλ11 uλ22 . . . uλnn ≤ λ1u1 + λ2u2 + . . . + λnun = Aλ.















+ . . . + λn
un
≤ uλ11 . . . uλnn = Gλ.
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Vaihe 3. Funktio g(x) = x2 on aidosti konveksi, joten saamme Jensenin
epäyhtälöä soveltaen
(λ1u1 + . . . + λnun)2 ≤ λ1u21 + . . . + λnu2n,
mistä seuraa
Aλ = λ1u1 + . . . + λnun ≤ λ1u
2
1 + . . . + λnu2n
λ1u1 + . . . + λnun
= Cλ.
Siis (1) on voimassa. Koska funktiot f(x) = ex ja g(x) = x2 ovat aidosti
konvekseja, vallitsee lauseen 3.21 perusteella tässä ketjussa yhtäsuuruus, jos
ja vain jos luvut uı ovat kaikki keskenään yhtäsuuria. Sijoittamalla λ-lukujen
paikalle 1
n
saamme tavanomaisia keskiarvoja koskevan epäyhtälöketjun.
Huomautus Helposti nähdään, että (1) on voimassa vaikka jokin λı = 0.
Seuraavassa käsitellään muutamia esimerkkejä tavanomaisen ja painote-
tun AG-epäyhtälön avulla todistuvista epäyhtälöistä. Aloitamme kuitenkin
Jensenin epäyhtälön sovelluksella.





2 . . . u
un
n , (2)
missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u1 = . . . = un.
Funktio f(x) = x ln x on aidosti konveksi, joten Jensenin epäyhtälön mukaan(














mistä (2) yhtäsuuruusehtoineen seuraa.
Esim. 2 Jos positiivisten lukujen u1, . . . , un aritmeettinen keskiarvo on 1,
niin edellisen esimerkin epäyhtälöstä (2) ja AG-epäyhtälöstä seuraa välittö-
mästi, että
u1u2 . . . un ≤ 1 ≤ uu11 uu22 . . . uunn . (3)
Yhtäsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos uk = 1 kaikilla k ∈ {1, . . . , n}.
Tapauksessa n = 2 epäyhtälön (3) vasen puoli on triviaali, mutta sen oikea




Esim. 3 Osoitettava, että (1− x)1−x (1 + x)1+x > 1 kaikilla x ∈]0,1[.
Ongelma ratkeaa tutkimalla vasemman puolen logaritmia. Funktio
f(x) = (1− x)1−x(1 + x)1+x > 0,
kun 0 ≤ x < 1, joten sen logaritmi
g(x) = (1− x) ln (1− x) + (1 + x) ln (1 + x)






Derivaatta on positiivinen kun 0 < x < 1, joten g on aidosti kasvava. Koska
g(0) = 0 ja g on jatkuva välillä [0, 1[, on g(x) > 0, kun 0 < x < 1. Koska
f(x) = ln g(x), on f(x) > 1, kun 0 < x < 1.
Edeltävissä esimerkeissä oletimme, että positiivisten lukujen aritmeetti-
nen keskiarvo on 1. Katsomme nyt mitä AG-epäyhtälöstä seuraa, jos lukujen
geometrinen keskiarvo on 1.
Esim. 4 Jos u1, u2, . . . , un > 0 ja näiden lukujen geometrinen keskiarvo on
1, niin AG-epäyhtälö tulee muotoon




u1 + u2 + . . .+ un ≥ n.





















mikä puolestaan toteutuu, jos ja vain jos u1 = . . . = un.
Epäyhtälö (4) on yleistys koulumatematiikassakin tunnetusta positiivisia






Sen todistaminen ilman AG-epäyhtälöä tuntuu hankalalta.
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Keskiarvojen välisistä epäyhtälöistä saadaan helposti muitakin näyttäviä
harjoitustehtäviä.
Esim. 5 Ei-negatiiviset luvut x, y, z toteuttavat epäyhtälön
(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz,













mistä väite seuraa AG-epäyhtälön perusteella. Tämä epäyhtälö yleistyy vä-









Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a1 = . . . = an.
















































































≥ (a+ b+ c)
3
3abc .
Tämäkin yleistyy useammalle luvulle. Olkoot a1, . . . , an > 0 ja σk permutaa-
















Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a1 = . . . = an.
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Saamme epäyhtälön (5) havainnollisemmaksi matriisien avulla. Määritellään




a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
an−1 an a1 . . . an−2
... ... ... . . . ...
a2 a3 a4 . . . a1

sekä n×1-matriisiB, jonka alkioina ovat lukujen a1, a2, . . . , an käänteisluvut.











Käytämme edellisen kappaleen merkintöjä. Painotettu aritmeettinen keskiar-
vo voidaan kirjoittaa muotoon
Aλ = λ1u1 + . . . + λnun = λ1u
1
1 + . . . + λnu1n
λ1u01 + . . . + λnu0n
ja epäyhtälö Aλ ≤ Cλ puolestaan muotoon
λ1u
1
1 + . . . + λnu1n
λ1u01 + . . . + λnu0n
≤ λ1u
2
1 + . . . + λnu2n
λ1u11 + . . . + λnu1n
, (1)
mikä antaa aiheen yleistää kontraharmonisen keskiarvon käsitettä.





1 + . . . + λnux+1n
λ1ux1 + . . . + λnuxn
.
Tämän mukaan
Hλ = C−1λ , Aλ = C0λ ja Cλ = C1λ.




Lause 4.2 Jos u1, . . . , un ovat positiivisia lukuja, jotka eivät kaikki ole yh-





1 + . . . + λnux+1n
λ1ux1 + . . . + λnuxn
on aidosti kasvava x:n suhteen. Lisäksi keskiarvo Cxλ toteuttaa epäyhtälön
umin < Cxλ < umax.
Jos ja vain jos u1 = . . . un, niin Cxλ on x:n funktiona vakio.





1 + . . . + λnux+1n
λ1ux1 + . . . + λnuxn
= Sx+1
Sx




λ = minı uı = umin ja limx→∞ C
x
λ = maxı uı = umax.
Jos umin = umax, niin Cxλ = umin = umax, jolloin u1 = . . . = un. Osoitamme,
että jos umin < umax, niin Cxλ on aidosti kasvava x:n funktio.
Olkoot siis u- ja λ-luvut kuten yllä, umin < umax ja y > x. Tällöin






































































koska viimeisessä sulkulausekkeessa olevat tulot ovat ei-negatiivisia ja vähin-
tään yksi niistä on positiivinen.
Huomautus Lause 4.2 sisältää erikoistapauksena epäyhtälöketjun








x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ja y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn
vektoreita. Olkoot edelleen x[] ja y[] näiden vektorien :nneksi suurimmat
koordinaatit. Tällöin siis
x[1] ≥ x[2] ≥ . . . ≥ x[n−1] ≥ x[n] ja y[1] ≥ y[2] ≥ . . . ≥ y[n−1] ≥ y[n].
Sanomme, että x:n majoroi y:n, jos
x[1] ≥ y[1],
x[1] + x[2] ≥ y[1] + y[2],
...
x[1] + x[2] + . . . + x[n−1] ≥ y[1] + y[2] + . . . + y[n−1],
x[1] + x[2] + . . . + x[n] = y[1] + y[2] + . . . + y[n].
Sitä, että x majoroi y:n, merkitään x  y tai y ≺ x. Selvästi
x  x,
x  y ∧ y  x ⇒ x = y,
x  y ∧ y  z ⇒ x  z
kaikilla x,y, z ∈ Rn. Jos x  y ja x 6= y, niin x majoroi aidosti y:n.
Esim. 1 Jos x = (0, 3, 0), y = (1, 0, 2) ja z = (1, 1, 1), niin x  y  z,
sillä 3 ≥ 2, 3 + 0 ≥ 2 + 1 ja 3 + 0 + 0 = 2 + 1 + 0 sekä 2 ≥ 1, 2 + 1 ≥ 1 + 1
ja 2 + 1 + 0 = 1 + 1 + 1.
Esim. 2 Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin(
1
n















2 , 0, . . . , 0
)
≺ (1, 0, . . . , 0) .
Esim. 3 Olkoon x¯ vektorin x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn koordinaattien arit-
meettinen keskiarvo ja x¯ = (x¯, x¯, . . . , x¯). Tällöin




Lause 5.1 (Karamatan epäyhtälö) Olkoot a = (aı)nı=1 ja b = (bı)nı=1, missä
aı, bı ∈]α,β[ kaikilla ı = 1, 2, . . . , n. Olkoon f :]α,β[ 7→ R konveksi funktio.







Jos f on aidosti konveksi, niin yhtäsuuruus voimassa, jos ja vain jos a = b.
Todistus (Vrt. [14, s. 33-34]) Epäyhtälö on selvästi voimassa, jos a = b. Jos
jollakin ı:n arvolla aı = bı, voidaan termit f(aı) ja f(bı) jättää huomioimatta.
Voimme siis rajoituksetta olettaa, että aı 6= bı kaikilla ı:n arvoilla. Edelleen,
koska epäyhtälö (1) on riippumaton vektorien a ja b koordinaattien järjes-
tyksestä, voimme rajoituksetta olettaa, että a1 ≥ . . . ≥ an ja b1 ≥ . . . ≥ bn.
Koska f on konveksi, on erotusosamääristä
f(aı)− f(bı)
aı − bı = cı




aı ja Bk =
k∑
ı=1
bı kaikilla k ∈ {1, 2, . . . , n},
ja sovitaan, että A0 = B0 = 0. Koska a  b, on An = Bn ja Aı ≥ Bı kaikilla


































(cı − cı+1)(Aı −Bı) ≥ 0, (2)
mistä (1) seuraa. Koska aı 6= bı kaikilla ı ∈ {1, . . . , n}, on Aı > Bı vähin-
tään yhdellä ı:n arvolla, ja jos f on aidosti konveksi, niin jono (cı)nı=1 on
aidosti vähenevä. Summassa (2) on tällöin vähintään yksi positiivinen termi,











bı kaikilla k = 1, 2, . . . , n,
sillä erotusosamäärät cı ovat ei-negatiivisia. Yhtäsuuruusehto säilyy samana.
Esim. 1 (Vrt. [14, s. 41-42]) Huomautuksen perusteella ratkeaa seuraava
Jugoslavian olympiajoukkueen karsintatehtävä vuodelta 1969: Osoitettava,
että jos reaaliluvuille aı ja bı on voimassa




b1b2 . . . bn ≥ a1a2 . . . an,
niin
b1 + b2 + . . .+ bn ≥ a1 + a2 + . . .+ an.







joten väite seuraa välittömästi siitä, että funktio f(x) = ex on konveksi ja
kasvava.























Molemmissa epäyhtälöissä vallitsee yhtäsuuruus, jos ja vain jos a = b = c.
Epäyhtälöt ovat symmetrisiä muuttujien suhteen, joten voimme rajoituksetta
olettaa, että a ≥ b ≥ c. Tällöin
(a+ b , b+ c , c+ a) ≺ (2a , 2b , 2c). (3)
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Ensimmäinen epäyhtälö yhtäsuuruusehtoineen seuraa Karamatan epäyhtä-
löstä soveltamalla sitä aidosti konveksiin funktioon f(x) = x−1, x > 0. Toi-
nen epäyhtälö yhtäsuuruusehtoineen saadaan Karamatan epäyhtälöstä sovel-
tamalla sitä aidosti konkaaviin funktioon g(x) =
√
x.
Esim. 3 Edellisen esimerkin epäyhtälöt yleistyvät välittömästi useammalle



















Yhtäsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos a1 = a2 = . . . = an.
Esim. 4 [14, teht. 3, s.42] Osoitettava, että jos a, b, c > 0, niin
(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ abc. (4)
Epäyhtälö on symmetrinen muuttujien suhteen, joten voimme rajoitukset-
ta olettaa, että a ≥ b ≥ c > 0. Tällöin epäyhtälön (4) vasemman puolen
tekijöiden suuruusjärjestys on
a+ b− c ≥ a+ c− b ≥ b+ c− a,
ja ainoastaan pienin näistä luvuista voi olla ei-positiivinen. Jos b+ c−a ≤ 0,
niin (4) on voimassa koska abc > 0. Voimme siis olettaa, että b + c− a > 0.
Selvästi
a+ b− c ≥ a
(a+ b− c) + (a+ c− b) ≥ a+ b
(a+ b− c) + (a+ c− b) + (b+ c− a) = a+ b+ c,
eli (a+ b− c, a+ c− b, b+ c− a)  (a, b, c). Funktio g(x) = ln x on aidosti
konkaavi, joten Karamatan epäyhtälöä soveltaen saadaan
ln (a+ b− c) + ln (b+ c− a) + ln (c+ b− a) ≤ ln a+ ln b+ ln c,
mistä väite seuraa. (Epäyhtälö on voimassa myös ehdolla a, b, c ≥ 0, sillä jos
esimerkiksi c = 0, niin sen vasen puoli pelkistyy muotoon −(a+ b)(a− b)2 ja
oikea puoli on 0.)
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Esim. 5 [14, teht. 9, s. 44] Vuoden 2000 matematiikkaolympialaisissa oli
tehtävänä todistaa epäyhtälö(
x− 1 + 1
y
)(
y − 1 + 1
z
)(




kun x, y, z > 0 ja xyz = 1. Annetuista ehdoista seuraa, että on olemassa
positiiviset luvut a, b, c siten, että
x = a
b
, y = b
c
, z = c
a
.
Näiden muuttujien avulla (5) palautuu edellisen esimerkin epäyhtälöksi.
Esim. 6 Jensenin epäyhtälön erikoistapaus voidaan todistaa lyhyesti Kara-
matan epäyhtälön avulla. Olkoon f välillä I määritelty konveksi funktio ja
x1, . . . , xn ∈ I. Olkoon edelleen A lukujen xı aritmeettinen keskiarvo. Koska
(A,A, . . . ,A) ≺ (x1, x2, . . . , xn),
seuraa Karamatan epäyhtälöstä
f(A) + f(A) + . . .+ f(A) ≤ f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn),
mikä voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
f









Karamatan epäyhtälöllä on myös painotettu muoto.
Lause 5.2 Olkoot a = (aı)nı=1 ja b = (bı)nı=1, missä aı, bı ∈]α,β[ kaikilla




















Jos f on aidosti konveksi, niin yhtäsuuruus voimassa, jos ja vain jos a = b.
Todistus Lause todistuu samalla tavalla kuin lause 5.1, kun merkitään
A0 = B0 = 0, Ak =
k∑
ı=1




kaikilla k = 1, 2, . . . , n− 1.
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Esim. 7 Painotetun Karamatan epäyhtälön avulla voidaan todistaa Jensenin
epäyhtälö yleisessä tapauksessa. Olkoot
λ1, . . . , λn > 0 ja λ1 + . . .+ λn = 1.
Jos f :]α,β[ 7→ R on konveksi funktio ja a1, . . . , an ∈]α,β[, niin näemme tar-
vittaessa indeksointia muuttaen, että lauseen 5.2 oletukset ovat voimassa,






λıf(λ1a1 + . . .+ λnan),
mistä väite seuraa.
Esim. 8 Karamatan epäyhtälön avulla saadaan yksinkertainen todistus AG-
epäyhtälölle. Olkoon x1, x2, . . . , xn > 0 ja A niiden aritmeettinen keskiarvo.
Tällöin
(A,A, . . . ,A) ≺ (x1, x2, . . . , xn).
Funktio g(t) = ln t, t > 0, on aidosti konkaavi, joten saamme
lnA+ lnA+ . . .+ lnA ≥ ln x1 + ln x2 + . . .+ ln xn,
mikä sievenee muotoon




ln (x1x2 . . . xn) = lnG,
mistä väite seuraa. Yhtäsuuruusehto seuraa logaritmifunktion aidosta kon-
kaavisuudesta.
Esim. 9 Olkoot f : [0,∞[→ R konveksi funktio ja x1, x2, . . . , xn ≥ 0. Koska
(x1 + x2 + . . .+ xn, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1 kpl
)  (x1, x2, . . . , xn),
seuraa Karamatan epäyhtälöstä
f(x1 + . . .+ xn) + f(0) + . . .+ f(0)︸ ︷︷ ︸
n−1 kpl
≥ f(x1) + . . .+ f(xn),
mikä sievenee sivulla 31 todistetuksi Petrovićin epäyhtälöksi
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) ≤ f(x1 + x2 + . . .+ xn) + (n− 1)f(0).
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Karamatan epäyhtälön avulla saadaan summalle
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn)
myös alaraja. Jos A on ei-negatiivisten lukujen x1, . . . , xn aritmeettinen kes-
kiarvo, niin
(A,A, . . . ,A) ≺ (x1, x2, . . . , xn),
joten
f(A) + f(A) + . . .+ f(A) ≤ f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn).
Saamme siis pienen lisäyksen Petrovićin epäyhtälöön.





f(xı) ≤ f(x1 + x2 + . . .+ xn) + (n− 1)f(0). (6)




g(xı) ≥ g(x1 + x2 + . . .+ xn) + (n− 1)g(0). (7)










x on aidosti konkaavi, joten saamme kaksoisepäyhtälön
(n− 1)√0 +√1 + 2 + . . .+ n ≤ 1 +√2 + . . .+√n ≤ n
√








2 ≤ 1 +
√






Yhtäsuuruus on voimassa ainoastaan arvolla n = 1. Tämä arvio on kuitenkin
hyödytön, sillä triviaalissa kaksoisepäyhtälössä




5.3 Schurin epäyhtälö ja Muirheadin lause
Lause 5.4 (Schurin epäyhtälö) Jos x, y, z ≥ 0 ja a, b > 0, niin
xa(xb − yb)(xb − zb) + ya(yb − xb)(yb − zb) + za(zb − xb)(zb − yb) ≥ 0. (1)
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos yksi luvuista x, y, z on nolla ja
kaksi muuta muuta keskenään yhtäsuuria tai kaikki kolme ovat keskenään
yhtäsuuria.
Todistus [14, 38–39] Epäyhtälön vasen puoli on symmetrinen x:n, y:n ja z:n
suhteen, joten voimme rajoituksetta olettaa, että x ≥ y ≥ z. Tällöin vasem-
man puolen ensimmäinen ja kolmas yhteenlaskettava ovat ei-negatiivisia ja
toinen on ei-positiivinen. Ensimmäisen ja toisen yhteenlaskettavan summa
xa(xb − yb)(xb − zb) + ya(yb − xb)(yb − zb)
= (xb − yb)
(
xa(xb − zb) − ya(yb − zb)
)
= (xb − yb)
(
xa+b − ya+b + zbya − zbxa
)
= (xb − yb)
(
xa+b − ya+b − zb(xa − ya)
)
≥ (xb − yb)
(
xa+b − ya+b − yb(xa − ya)
)








joten (1) on todistettu. Tässä yhtälö-epäyhtälöketjussa vallitsee yhtäsuuruus,
jos ja vain jos
(y = z) ja (x = 0 tai x = y),
mistä yhtäsuuruusehto seuraa.
Sijoittamalla epäyhtälöön (1) a = r ja b = 1 saadaan seurauslause.
Seuraus 5.5 Jos x, y, z ≥ 0 ja r > 0, niin
xr(x− y)(x− z) + yr(y − x)(y − z) + zr(z − x)(z − y) ≥ 0. (2)
Tuonnempana esitettävä Muirheadin lause edellyttää hieman esivalmiste-
luja ja uusia merkintätapoja, joita voidaan käyttää myös Schurin epäyhtälön
yhteydessä.
Olkoon x = (x1, . . . , xn). Jos f on n:n reaalimuuttujan funktio, niin mer-
kinnällä ∑ !f(x1, x2, . . . , xn) (3)
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tarkoitamme funktion f arvojen summaa, jossa vektorin x koordinaatit on
permutoitu kaikilla mahdollisilla tavoilla. Summassa on siis n! termiä. Jos
erityisesti x1, . . . , xn ≥ 0, niin sanomme vektoria x ei-negatiiviseksi. Jos x ja
a = (a1, a2, . . . , an) ovat ei-negatiivisia ja
f(x1, . . . , xn) = xa11 · xa22 · . . . · xann ,
niin (3) merkitään
T [a1, a2, . . . , an](x1, x2, . . . , xn), tai lyhyemmin T [a], (4)
jos vektorista x ei ole epäselvyyttä. Tässä tapauksessa voimme rajoituksetta
olettaa, että a1 ≥ . . . ≥ an, sillä summa (4) voidaan ajatella muodostetuksi
myös siten, että a-vektorin koordinaatit permutoidaan kaikilla mahdollisilla
tavoilla.
Esim. 1 T [3, 2, 1](x, y, z) = x3y2z + x3yz2 + x2y3z + x2yz3 + xy3z2 + xy2z3.
Esim. 2 AG-epäyhtälö voidaan kirjoittaa muotoon



















, . . . , 1
n
]
= n! · n√x1x2 . . . xn.
Esim. 3 Lauseen 5.3 ja seurauksen 5.4 epäyhtälöt voidaan kirjoittaa muotoon
T [a+ 2b, 0, 0] + T [a, b, b] ≥ 2T [a+ b, b, 0] ja
T [r + 2, 0, 0] + T [r, 1, 1] ≥ 2T [r + 1, 1, 0].
Sijoittamalla viimeksi mainittuun r = 1 saadaan
T [3, 0, 0] + T [1, 1, 1] ≥ 2T [2, 1, 0]
eli eksplisiittisemmin
x3 + y3 + z3 + 3xyz ≥ x2y + xy2 + y2z + yz2 + z2x+ zx2.
Yhtäsuuruus on voimassa edellä annetun yhtäsuuruusehdon mukaisesti.
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Esim. 4 Todistimme (s. 43, esim. 4) Karamatan lauseen avulla epäyhtälön
(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ abc,
missä a, b, c ≥ 0. Se todistuu välittömästi myös Schurin epäyhtälön avulla,
sillä sulut auki kertomalla se pelkistyy edellisen esimerkin jälkimmäiseksi
epäyhtälöksi.
Epäyhtälöt
T [a] ≥ T [b] tai T [a] ≤ T [b]
eivät ole yleisesti voimassa mielivaltaisille x-vektoreille. Esimerkiksi
T [2, 1](x, y) ≥ T [1, 0](x, y), jos xy ≥ 1
ja
T [2, 1](x, y) ≤ T [1, 0](x, y), jos xy ≤ 1.
Sitävastoin
T [2, 0](x, y) ≥ T [1, 1](x, y)
on voimassa x:n ja y:n arvosta riippumatta. Jälkimmäisessä tapauksessa eks-
ponenttivektorien välillä vallitsee relaatio (2,0)  (1,1), mutta edeltävässä
esimerkissä näin ei ole. Epäyhtälön voimassaolo liittyykin juuri tähän relaa-
tioon, mikä nähdään seuraavassa lauseessa.
Lause 5.6 (Muirheadin lause) Olkoot a = (a1, . . . , an) ja b = (b1, . . . , bn)
ei-negatiivisia vektoreita. Tällöin
T [a](x1, . . . , xn) ≤ T [b](x1, . . . , xn)
kaikilla ei-negatiivisilla vektoreilla (x1, . . . , xn), jos ja vain jos a ≺ b. Yhtä-
suuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b tai x1 = . . . = xn.
Todistus [14, 39–40] Todistamme aluksi ehdon välttämättömyyden. Olkoot
a1 ≥ . . . ≥ an ja b1 ≥ . . . ≥ bn sekä
T [a](x1, . . . , xn) ≤ T [b](x1, . . . , xn) (5)
kaikilla ei-negatiivisilla vektoreilla (x1, . . . , xn). Silloin (5) on voimassa myös,
kun x1 = . . . = xn = c. Siis
ca1+...+an ≤ cb1+...+bn .
Koska tämän epäyhtälön on oltava voimassa silloin, kun esimerkiksi c = 12 ja
kun c = 2, on eksponenttien välttämättä oltava samat, eli
a1 + . . .+ an = b1 + . . .+ bn. (6)
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Olkoon seuraavaksi x1 = . . . = xk = c ja xk+1 = . . . = xn = 1. Summissa
T [a] ja T [b] c:n korkeimmat potenssit ovat a1+ . . .+ak ja b1+ . . .+bk. Koska
epäyhtälön T [a] ≤ T [b] on oltava voimassa myös hyvin suurilla c:n arvoilla,
on
a1 + . . .+ ak ≤ b1 + . . .+ bk kaikilla k = 1, . . . , n− 1. (7)
Yhtälöstä (6) ja epäyhtälöistä (7) seuraa, että a ≺ b.
Ehdon riittävyys todistetaan useammassa vaiheessa. Aluksi määritellään
b-vektoriin kohdistuva operaatio L. Olkoon siis
b = (b1, . . . , bn), missä b1 ≥ . . . ≥ bn,
sekä bk ja bl kaksi koordinaattia, joiden välillä vallitsee erisuuruus bk > bl.
Tällöin bk = ρ+ τ ja bl = ρ− τ , missä 0 < τ ≤ ρ. Valitsemalla σ siten, että
bl bkρ
ρ− τ ρ+ τcl ck
ρ− σ ρ+ σ
0 ≤ σ < τ ≤ ρ, voimme määritellä vektorin c = L(b) seuraavasti:
ck = ρ+ σ,
cl = ρ− σ,
cı = bı, kun ı 6= k ja ı 6= l.
Todistamme, että c ≺ b. Vektorin c määritelmästä seuraa, että
b1 + . . .+ bk−1 ≥ c1 + . . .+ ck−1,
koska alkupään koordinaatit ovat samat. Edelleen
b1 + . . .+ bk−1 + bk ≥ c1 + . . .+ ck−1 + ck,
koska bk > ck, ja
b1 + . . .+ bk + . . .+ bl−1 + bl ≥ c1 + . . .+ ck + . . .+ cl−1 + cl,
koska bk + bl = ck + cl = 2ρ. Loppupään osalta koordinaatit ovat samat
kummassakin vektorissa, joten majorointiin vaadittavat epäyhtälöt ovat voi-





Seuraavaksi todistamme, että T [c] ≤ T [b], ja että tässä epäyhtälössä
yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x1 = . . . = xn. Koska summissa T [c]
ja T [b] käydään läpi kaikki x-lukujen permutaatiot, voimme rajoituksetta
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olettaa, että k = 1 ja l = 2. Tällöin
T [b]− T [c] = ∑ ! xb33 . . . xbnn (xρ+τ1 xρ−τ2 + xρ−τ1 xρ+τ2 − xρ+σ1 xρ−σ2 − xρ−σ1 xρ+σ2 )
=
∑ ! (x1x2)ρ−τxb33 . . . xbnn (x2τ1 − xτ+σ1 xτ−σ2 + x2τ2 − xτ−σ1 xτ+σ2 )
=
∑ ! (x1x2)ρ−τxb33 . . . xbnn (xτ+σ1 (xτ−σ1 − xτ−σ2 )− xτ+σ2 (xτ−σ1 − xτ−σ2 ))
=
∑ ! (x1x2)ρ−τxb33 . . . xbnn (xτ+σ1 − xτ+σ2 )(xτ−σ1 − xτ−σ2 ) ≥ 0.
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x1 = x2, ja koska nämä itse asiassa
ovat mielivaltaisesti valittuja x-koordinaatteja, on yhtäsuuruus voimassa, jos
ja vain jos x1 = . . . = xn.
Lopuksi todistamme, että jos a ≺ b ja a 6= b, niin a voidaan muodostaa
kohdistamalla äärellinen määrä operaatioita L vektoriin b. Koska siis a ≺ b,
a 6= b, a1 ≥ . . . ≥ an ja b1 ≥ . . . ≥ bn, on erotuksien summa
n∑
ı=1
(bı − aı) = 0,
mutta kaikki erotukset bı−aı eivät ole nollia. Johonkin rajaan k asti alkupään
erotukset ovat positiivisia ja jostakin rajasta l asti ne ovat negatiivisia. Siis
ak < bk, ak+1 = bk+1, . . . al−1 = bl−1, al > bl
eli bk−ak on viimeinen positiivinen ja bl−al ensimmäinen negatiivinen erotus.
Olkoot
bk = ρ+ τ ja bl = ρ− τ,
sekä
σ = max{| ak − ρ | , | al − ρ |}.
Koska ak > al, on voimassa vähintään toinen yhtälöistä
al = ρ− σ tai ak = ρ+ σ.
Koska ak < bk ja al > bl, on σ < τ . Olkoon nyt
ck = ρ+ σ, cl = ρ− σ ja cı = bı, kun ı 6= k, l.
bl bkρ
ρ− τ ρ+ τal ak
ckcl
Luvut bk, bl, ck, cl sijaitsevat kuvion osoittamalla tavalla, joten c = L(b),
b  c ja epäyhtälö T [b] ≥ T [c] on voimassa todistuksen alkuosan mukaan.
Koska ck = ak tai cl = al, erotuksissa cı − aı on nollasta eroavia vähintään
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yksi vähemmän kuin erotuksissa bı−aı, joten c muuttuu a:ksi, kun operaatio
L toistetaan enintään n kertaa. Jokaisessa toistossa epäyhtälö T [b] ≥ T [c]
säilyy, ja lopulta siis
T [b] ≥ T [a],
mikä oli todistettava. Yhtäsuuruus on todistuksen alkuosan mukaan voimas-
sa, jos ja vain jos x1 = . . . = xn tai a = b.
Käsittelemme seuraavassa muutamia esimerkkejä Muirheadin lauseen so-
velluksista.
Esim. 1 Muirheadin lauseesta seuraa ehkä lyhin mahdollinen todistus AG-
epäyhtälölle, sillä








T [1, 0, . . . , 0] ≥ T [ 1
n
, . . . , 1
n
],
mikä on sama kuin AG-epäyhtälö (s. 48, esim. 2). Yhtäsuuruusehto seuraa
Muirheadin lauseen yhtäsuuruusehdosta.
Esim. 2 Jos x, y, z > 0, niin
x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz,
sillä
(3, 0, 0)  (1, 1, 1), T [3, 0, 0] = 2(x3 + y3 + z3) ja T [1, 1, 1] = 6xyz.
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x = y = z.
Esim. 3 Solmu-lehden keskustelupalstalla [27] otaksutaan, että kaikille po-
sitiivisille luvuille a, b, c pätee epäyhtälö
a6 + b6 + c6 + 50abc(ab2 + bc2 + ca2) ≥ 51abc(a2b+ b2c+ c2a).
Yhtä vaikealta näyttää epäyhtälö
a6 + b6 + c6 + 50abc(a2b+ b2c+ c2a) ≥ 51abc(ab2 + bc2 + ca2).
Näistä vähintään toinen on voimassa, sillä niiden summa pelkistyy epäyhtä-
löksi
T [6, 0, 0] ≥ T [3, 2, 1],
mikä Muirheadin lauseen perusteella on tosi.
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Seuraava esimerkki on harjoitustehtävänä artikkelissa [14] ja se on ollut
ehdolla kilpatehtäväksi vuoden 1998 matematiikkaolympialaisiin.
Esim. 4 Jos a, b, c ∈ R+ ja abc = 1, niin
a3
(1 + b)(1 + c) +
b3
(1 + c)(1 + a) +
c3
(1 + a)(1 + b) ≥
3
4 .
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b = c = 1.
Epäyhtälö saadaan muuttujien suhteen tasa-asteiseksi kirjoittamalla se aluksi
muotoon
4a3(1 + a) + 4b3(1 + b) + 4c3(1 + c) ≥ 3(1 + a)(1 + b)(1 + c)
ja sijoittamalla näin saatuun epäyhtälöön 1 = (abc) 13 . Kertomalla sulut auki,
epäyhtälö tulee yhtäpitävästi muotoon




3 ] ≥ T [43 , 43 , 43 ] + 32 T [2, 1, 1] + 32 T [53 , 53 , 23 ]
ja edelleen




3 ] ≥ 2T [43 , 43 , 43 ] + 3T [2, 1, 1] + 3T [53 , 53 , 23 ]. (8)
Muirheadin lauseen mukaan
3T [4, 0, 0] ≥ 3T [2, 1, 1],










3 ] ≥ 2T [53 , 53 , 23 ],
mistä yhteenlaskemalla saadaan (8). Yhtäsuuruusehto seuraa välittömästi
Muirheadin lauseesta ja oletuksesta abc = 1.
Kadelburg [13] kirjoittaa matematiikkaolympialaisten epäyhtälötehtävis-
tä, että niiden laatijat luultavasti käyttävät Karamatan, Schurin, Muirheadin
ym. epäyhtälöitä tehtäviä konstruoidessaan ja keksivät elementaariset, puh-
taasti koulumatematiikkaan perustuvat ratkaisut myöhemmin. On selvää, et-
tä tehtävää ei voi käyttää kilpailussa, ellei alkeismatematiikkaan perustuvaa
ratkaisua ole näköpiirissä. Alkeellisen ratkaisun löytäminen edellyttää usein
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huomattavaa nokkeluutta ja rajoitettu ratkaisuaika lisää vielä suorituksen
vaativuutta. Luultavasti olympialaisiin osallistuvat oppivat kansallisissa val-
mennustiimeissään ainakin AG-epäyhtälön, Cauchyn-Schwarzin epäyhtälön
sekä suuruusjärjestyksiin liittyviä tekniikoita.
Seuraava esimerkki on harjoitustehtävänä artikkelissa [14] ja se oli olym-
piatehtävänä vuonna 1984.
Esim. 5 Osoitettava, että jos x, y, z ∈ [0, 1] ja x+ y + z = 1, niin
0 ≤ xy + yz + zx− 2xyz ≤ 727 .
Vasemmanpuoleinen epäyhtälö todistuu oletuksen x+ y + z = 1 avulla suo-
raviivaisesti:
xy + yz + zx− 2xyz = xy(x+ y + z) + yz(x+ y + z) + zx(x+ y + z)− 2xyz
= x2y + xy2 + y2z + yz2 + x2z + xz2 + xyz,
ja koska luvut x, y, z ovat ei-negatiivisia, on
x2y + xy2 + y2z + yz2 + x2z + xz2 + xyz ≥ 0.
Oikeanpuoleisen epäyhtälön todistamiseksi kirjoitamme sen äskeistä ja ole-
tusta x+ y + z = 1 hyväksi käyttäen muotoon
54(x2y + xy2 + y2z + yz2 + x2z + xz2 + xyz) ≤ 14(x+ y + z)3.
Näin saatu epäyhtälö on muuttujien suhteen tasa-asteinen, ja se sievenee
epäyhtälöksi
7T [3, 0, 0] + 5T [1, 1, 1] ≥ 12T [2, 1, 0]. (9)
Muirheadin lauseen mukaan
2T [3, 0, 0] ≥ 2T [2, 1, 0], (10)
ja Schurin epäyhtälöstä
T [a+ 2b, 0, 0] + T [a, b, b] ≥ 2T [a+ b, b, 0]
seuraa arvoilla a = b = 1, että
5T [3, 0, 0] + 5T [1, 1, 1] ≥ 10T [2, 1, 0]. (11)
Laskemalla yhteen epäyhtälöt (10) ja (11) saadaan (9), mikä todistaa alku-
peräisen kaksoisepäyhtälön oikean puolen.




Tarkastelemme kolmiota, jonka sivut ovat a, b, c, piirin puolikas p ja ala ∆.
Johdamme epäyhtälön
∆2 ≤ 116abc(a+ b+ c), (1)














jakavat ne kuvion osoittamalla tavalla osiin a = x+ y, b = y+ z ja c = z+x.
Näistä yhtälöistä seuraa
x = 12(a+ c− b)(> 0), y =
1
2(a+ b− c)(> 0) ja z =
1
2(b+ c− a)(> 0).
Kertomalla keskenään AG-epäyhtälöt [6, s. 12]
2√xy ≤ x+ y, 2√yz ≤ y + z, 2√zx ≤ z + x
saadaan
8xyz ≤ (x+ y)(y + z)(z + x),
mikä on sama kuin sivuilla 43 ja 49 yleisemmillä edellytyksillä todistamamme
epäyhtälö
(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ abc. (3)
Heronin kaavan mukaan
∆2 = p(p− a)(p− b)(p− c),
missä p = 12(a+ b+ c), ja koska (3) on voimassa, on





Siis (1) on voimassa. Se on tarkempi kuin (2), sillä AG-epäyhtälön perusteella




16abc(a+ b+ c) ≤
1
16 · 27(a+ b+ c)
4 = 1432(a+ b+ c)
4.
Epäyhtälön (1) avulla saadaan yläraja myös kolmion sisään piirretyn ym-
pyrän säteelle r, sillä
r2 = 4∆
2
(a+ b+ c)2 ≤
abc
4(a+ b+ c) .
Karamatan epäyhtälön avulla voidaan todistaa äärettömän monta kol-
mion sivujen välistä epäyhtälöä käyttämällä sitä, että
(a+ b− c, a+ c− b, b+ c− a)  (a, b, c).
Jos f on aidosti konveksi funktio, niin
f(a+ b− c) + f(a+ c− b) + f(b+ c− a) ≥ f(a) + f(b) + f(c),
ja jos g on aidosti konkaavi, niin
g(a+ b− c) + g(a+ c− b) + g(b+ c− a) ≤ g(a) + g(b) + g(c).
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b = c. Esimerkiksi, jos n (≥ 2)
on kokonaisluku, niin positiivisille luvuille määritelty funktio f(x) = x−n on













Lähteessä [13, s. 101] mainitaan, että vuonna 1996 Aasian ja Tyynenme-
ren alueen olympialaisissa oli tehtävänä todistaa tämä g-funktiosta saatava
epäyhtälö tapauksessa n = 2, mikä siis Karamatan epäyhtälön avulla todis-
tuu vaivatta. Elementaarinen todistus on työläämpi.
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Lähteissä [21, s. 193 - 202] ja [6, s. 10 - 13] käsitellään kolmion sivuja
koskevien epäyhtälöiden lisäksi myös eräitä kolmion kulmiin liittyviä epäyh-
tälöitä. Esimerkiksi, koska α + β + γ = pi ja funktio f(x) = cos (x/2) on
aidosti konkaavi, saadaan Jensenin epäyhtälöä soveltamalla välittömästi









missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos α = β = γ = pi3 . Edelleen, jos
kolmio on teräväkulmainen, saadaan Jensenin epäyhtälön avulla epäyhtälöt
tanα + tan β + tan γ ≥ 3√3,
cosα cos β cos γ ≤ 18 ,
sillä funktio g(x) = tan x on aidosti konveksi ja funktio h(x) = ln cosx
aidosti konkaavi välillä ]0, pi2 [. Molemmissa yhtäsuuruus on voimassa, jos ja
vain jos α = β = γ = pi3 . Nämä kaikki epäyhtälöt todistuvat välittömästi
myös Karamatan epäyhtälön avulla, sillä (α, β, γ)  (pi3 , pi3 , pi3 ).
Nelikulmion pinta-alalle saadaan sivujen pituuksista riippuva yläraja yk-
sinkertaisesti määrittämällä pinta-alan suurin mahdollinen arvo. On selvää,
että suurin nelikulmio on kupera ja että sen jokainen sivu on lyhyempi kuin







kuten kolmio, vaan sen kulmia voidaan muuttaa sivujen pituuksien pysyessä
ennallaan. Jos vastakkaiset kulmat ovat kuvion mukaisesti x ja y(x), niin
niiden välillä vallitsee yhtälö
a2 + b2 − 2ab cosx = c2 + d2 − 2cd cos y(x), (4)
mistä y(x) ratkeaa derivoituvien alkeisfunktioiden yhdisteenä. Derivoimalla
(4) implisiittisesti x:n suhteen saadaan
y′(x) = ab
cd
· sin xsin y . (5)
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Derivaatta y′(x) > 0, koska kulmat x ja y(x) kuuluvat välille ]0, pi[. Nelikul-
mion pinta-ala
A(x) = 12ab sin x+
1
2cd sin y(x).





Jos a+b ≥ c+d, niin nelikulmiota voidaan muuntaa niin, että y(x) = pi, ja jos
a+b ≤ c+d, niin muuntaminen voidaan tehdä niin, että x = pi. Molemmissa
tapauksissa x + y(x) > pi. Nyt joko b + c ≥ a + d tai a + d ≥ b + c, joten
nelikulmio voidaan muuntaa myös kolmioksi, jonka kaksi kulmaa ovat x ja
y(x). Tässä tapauksessa x + y(x) < pi. Siis, A′(x) > 0, kun x + y(x) < pi,
A′(x) = 0, kun x+ y(x) = pi ja A′(x) < 0, kun x+ y(x) > pi, mikä osoittaa,
että A:n suurin arvo saavutetaan silloin, kun x + y(x) = pi, jolloin kyseessä
on jännenelikulmio. Olkoon sen pinta-ala A. Koska tällöin y(x) = pi − x, on
sin y(x) = sin x, mistä seuraa
A = 12ab sin x+
1
2cd sin y(x) =
1
2(ab+ cd) sin x,
ja edelleen
A2 = 14(ab+ cd)
2 sin2 x = 14(ab+ cd)
2(1− cosx)(1 + cos x).
Koska cos y(x) = − cosx, saadaan yhtälöstä (4)
cosx = a
2 + b2 − c2 − d2
2(ab+ cd) , joten
A2 = 14(ab+ cd)









2 + b2 − c2 − d2
2(ab+ cd)
)
= 116(2ab+ 2cd+ a
2 + b2 − c2 − d2)(2ab+ 2cd+ c2 + d2 − a2 − b2)
= 116
(
(a+ b)2 − (c− d)2
)(
(c+ d)2 − (a− b)2
)
= 116(a+ b+ c− d)(a+ b+ d− c)(c+ d+ a− b)(c+ d+ b− a)
= (p− a)(p− b)(p− c)(p− d), missä p = 12(a+ b+ c+ d).
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Kokoamme tuloksen lauseeksi. (Vrt. [21, s. 209].)
Lause 5.7 Jos nelikulmion sivut ovat a, b, c ja d, niin sen pinta-ala
A ≤
√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d) = A,
missä p on nelikulmion piirin puolikas. Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain
jos nelikulmio on jännenelikulmio.
Jännenelikulmion ala A on sivujen pituuksien symmetrinen funktio, joten
se on riippumaton sivujen suuruusjärjestyksestä. Erityisesti, koska
A2 = 116
(
(a+ b)2 − (c− d)2
)(




A2 ≤ 116(a+ b)
2(c+ d)2,
mistä saamme jännenelikulmion pinta-alalle yksinkertaisen ylärajan
A ≤ 14(a+ b)(c+ d).
Antamalla d:n lähestyä nollaa saadaan kolmion pinta-alaa koskeva epäyhtälö
∆ ≤ 14(a+ b)c. (6)
Tälle löytyy triviaalikin todistus, nimittäin sivun c vastainen korkeus toteut-
c
ba hc
taa epäyhtälön hc ≤ min (a, b) ≤ 12(a+ b), joten







Epäyhtälön (6) oikea puoli ei ole symmetrinen a:n, b:n ja c:n funktio, eli
saamme itse asiassa kolme erilaista ylärajaa kolmion pinta-alalle:
∆ ≤ 14(a+ b)c, ∆ ≤
1
4(a+ c)b ja ∆ ≤
1
4(b+ c)a.
Sopivilla lukuarvoilla kokeilemalla nähdään, että ne eivät ole vertailullisia
(ei siis aina parempia tai aina huonompia) edellä todistetun epäyhtälön (1)










Schur-konveksisuuteen perustuva menetelmä on tehokas mutta verraten vä-
hän tunnettu monen tyyppisten epäyhtälöiden todistamiseen. Myös se perus-
tuu majorointiin. Käsittelemme aiheesta ainoastaan esimerkkeihimme riittä-
vät alkeet.
6.1 Schur-konveksisuudesta
Tässä osaluvussa tarkastelemme symmetrisiä funktioita
f : Rn −→ R tai f : Rn+ −→ R,
jolloin voimme rajoituksetta olettaa, että niiden yhteydessä esiintyvät vekto-
rit ovat väheneviä jonoja. Funktio f on Schur-konveksi, jos f(x) ≥ f(y) aina,
kun x  y. Se on aidosti Schur-konveksi, jos f(x) > f(y) aina, kun x  y
aidosti. Jos funktion arvojen suuruusjärjestykset ovat äskeiselle vastakkaisia,
niin f on Schur-konkaavi ja aidosti Schur-konkaavi.
Olkoon x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Merkitsemme
z1 = x1,
z2 = x1 + x2,
. . . . . . . . .
zn = x1 + x2 + . . . + xn−1 + xn.
Funktio f on Schur-konveksi, jos ja vain jos se on kasvava muuttujien z1, . . . , zn−1
suhteen. Se on aidosti Schur-konveksi, jos ja vain jos se on aidosti kasvava
näiden muuttujien suhteen. Jos f lisäksi on jatkuvasti derivoituva kaikkien




kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n−1}. Muunnamme ehdon (1) käyttökelpoisemmaksi.
Koska
x1 = z1,
x2 = z2 − z1,
. . . . . . . . .
xn = zn − zn−1,
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Jos (3) on voimassa kaikilla 1 ≤ ı <  ≤ n, niin myös (2) on voimassa, joten
f on Schur-konveksi. Koska xı ≥ x aina kun ı < , ovat erotukset













Kokoamme saadun tuloksen lauseeksi.
Lause 6.1 Jatkuvasti derivoituva symmetrinen funktio f on Schur-konveksi,









kaikilla x ∈ Rn ja kaikilla ı,  ∈ {1, 2, . . . , n}.
Schur-konkaavisuuden määritelmän perusteella saamme välittömän seu-
rauslauseen.
Seuraus 6.2 Jatkuvasti derivoituva, symmetrinen funktio f on Schur-konkaavi,









kaikilla x ∈ Rn ja kaikilla ı,  ∈ {1, 2, . . . , n}.
Johdamme seuraavassa riittävän ehdon sille, että Schur-konveksi funk-
tio f on aidosti Schur-konveksi. (Vrt. [21, s. 56].) Tällainen funktio on siis
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kasvava muuttujien z1, . . . , zn−1 suhteen, jolloin sen osittaisderivaatat näi-
den muuttujien suhteen ovat ei-negatiivisia. Jos nyt lisäksi tämä funktio on
kahdesti derivoituva näiden muuttujien suhteen ja jos
∂2f
∂z2ı
> 0, kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, (4)
niin funktion ensimmäisen kertaluvun derivaatat ovat aidosti kasvavia muut-
tujien zı suhteen. Koska ne ovat ei-negatiivisia, ne saavat arvon 0 enintään
yhdessä pisteessä ja ovat muualla positiivisia. Tällöin funktio f on aidosti
kasvava muuttujien zı suhteen, siis aidosti Schur-konveksi.
Muutamme ketjusääntöä soveltaen ehdon (4) käytännöllisempään muo-





























































Koska jatkossa tarkastelemme pelkästään kahdesti jatkuvasti derivoituvia














Lause 6.3 Kahdesti jatkuvasti derivoituva Schur-konveksi funktio f on ai-










Tällä lauseella on välitön seuraus.
Seuraus 6.4 Kahdesti jatkuvasti derivoituva Schur-konkaavi funktio f on












Seuraavissa esimerkeissä todistamme eräitä epäyhtälöitä Schur-konveksisuutta
ja -konkaavisuutta soveltaen.
Esim. 1 Todistimme (s. 43, esim. 4 ja s. 49, esim. 4) epäyhtälön
(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ abc, (a, b, c ≥ 0),
soveltamalla Karamatan ja Schurin epäyhtälöitä. Tämä epäyhtälö voidaan
todistaa myös Schur-konkaavisuuteen tukeutumalla. Näimme sivulla 34, että
(a+ b− c, a+ c− b, b+ c− a)  (a, b, c).


















= −2z < 0.
Siis
f(a+ b− c, a+ c− b, b+ c− a) ≤ f(a, b, c),
mistä väite seuraa. Koska f on aidosti Schur-konkaavi, on yhtäsuuruus voi-
massa, jos ja vain jos a = b = c.











jolloin sen todistaminen Schur-konveksisuuteen tukeutumalla on helppoa.
Tarkastelemme symmetristä funktiota











Se on Schur-konveksi, nimittäin koska
∂g
∂xı



















= 2(xı − x)2 ≥ 0.
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(x1, x2, . . . , xn)  (x¯, x¯, . . . , x¯)
seuraa
g(x1, . . . xn) ≥ g(x¯, . . . x¯) = nx¯2 − 1
n
(nx¯)2 = 0,
joten (7.3) on voimassa. Yhtäsuuruusehto seuraa g:n aidosta Schur-konveksisuudesta.
Seuraavassa yleistämme epäyhtälön (7.3) eksponenteille p > 1, mutta
samalla joudumme rajoittamaan xk:t positiivisiksi.









missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x1 = . . . = xn.
Todistamme symmetrisen ja derivoituvan funktion







































on g myös aidosti Schur-konveksi. Koska
(x1, x2, . . . , xn)  (x¯, x¯, . . . , x¯),
on




















missä g:n aidon Schur-konveksisuuden takia yhtäsuuruus on voimassa, jos ja
vain jos x1 = . . . = xn = x¯.




















Schur-konkaavisuutta hyödynnetään seuraavassa esimerkissä.









Yhtäsuuruus vallitsee, jos ja vain jos x1 = . . . = xn = x¯.
Väitteen todistamiseksi tutkimme symmetristä funktiota

























= (xı − x)(x − xı) ≤ 0.
Se on aidosti Schur-konkaavi, sillä koska
∂2g
∂x2ı
= −1 + 1 = 0, ∂
2g
∂x2
















Ehdosta (x1, x2, . . . , xn)  (x¯, x¯ . . . , x¯) seuraa siis






Yhtäsuuruusehto on voimassa, koska g on aidosti Schur-konkaavi.
6.2 Schlömilchin epäyhtälö
Olkoot x1, x2, . . . , xn > 0 ja p ∈ R \ {0}. Määritellään funktio









Määritämme aluksi φ:n raja-arvon, kun p→ 0. Se onnistuu parhaiten tutki-






















Koska f(0) = 0, on
lim






p− 0 = f
′(0),







x1 x2 . . . xn.







xp1 + . . .+ xpn
) 1
p , kun p 6= 0,
n
√
x1x2 . . . xn , kun p = 0,
niin tämä funktio on määritelty ja jatkuva kaikilla p ∈ R.
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xp1 + . . .+ xpn
) 1
p , kun p 6= 0,
n
√
x1x2 . . . xn , kun p = 0.
Jos p < q, niin φ(p) ≤ φ(q), missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos
x1 = . . . = xn.
Epäyhtälöä φ(p) ≤ φ(q) kutsutaan Schlömilchin epäyhtälöksi. Sen erikoista-
paus
φ(−1) ≤ φ(0) ≤ φ(1)
on harmonisen, geometrisen ja aritmeettisen keskiarvon välinen epäyhtälö
(lause 2.1).
Todistus Tiedämme (epäyhtälö (7), s. 65), että φ(p) ≥ φ(1), kun p > 1,
missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x1 = . . . = xn = x¯.
Olkoon nyt p > q > 0, jolloin p
q
> 1. Edellisen mukaan φ(p
q
) ≥ φ(1).

















p (xp1 + . . . + xpn)
1
p ≥ n− 1q (xq1 + . . . , xqn)
1
q = φ(q).
Siis, jos p > q > 0, niin φ(p) ≥ φ(q), joten φ on kasvava välillä ]0,∞[.
Jos q < p < 0, niin q
p
> 1 ja φ( q
p
) ≥ φ(1). Soveltamalla tätä lukuihin













q ≥ n−1 (xp1 + . . . + xpn) ,





q (xq1 + . . . + xqn)
1
q ≤ n− 1p (xp1 + . . . , xpn)
1
p = φ(p).
Siis, jos q < p < 0, niin φ(q) ≤ φ(p), joten φ on kasvava myös välillä
] − ∞, 0[. Koska φ on kasvava väleillä ] − ∞, 0[ ja ]0,∞[, ja koska φ on
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jatkuva myös kohdassa p = 0, on φ kasvava kaikkialla. Jos ja vain jos kaikki
x-luvut eivät ole keskenään yhtäsuuria, on φ aidosti kasvava.







ovat molemmat luvuista p ja q suurempia kuin 1. Seuraavassa esimerkissä
muodostetaan Schlömilchin epäyhtälön avulla Hölderin epäyhtälöä muistut-
tava epäyhtälö.






uıv ≤ (up1 + . . . + upn)
1
p (vq1 + . . . + vqn)
1
q .
Väitteen todistamiseksi tarkastellaan funktioita
φu(p) = n−
1






q (vq1 + . . . + vqn)
1
q .
Koska sekä p > 1 että q > 1, on














(up1 + . . . + upn)
1
p (vq1 + . . . + vqn)
1
q ≥ n 1p+ 1q u¯v¯ = n u¯v¯.




6.3 Muirheadin lause tapauksessa n = 3
Edellä nähty Muirheadin lauseen todistus (s. 49 - 52) on varsin monimut-
kainen, joten on aiheellista selvittää, voisiko sen todistaa yksinkertaisemmin
Schur-konveksisuuden avulla. Testaamme asiaa tapauksessa n = 3. Koska
lauseke T [a, b, c](x, y, z) on symmetrinen sekä muuttujien x, y, z että ekspo-
nenttien a, b, c suhteen, voimme rajoituksetta olettaa, että x > y > z > 0 ja
a > b > c > 0. Todistamme, että funktio
g(a, b, c) = T [a, b, c](x, y, z)
on aidosti Schur-konveksi, mistä välittömästi seuraa Muirheadin lause.
On riittävää todeta, että Schur-konveksisuusehto pätee kahden ensimmäi-


















































= xaybzc (ln x− ln y)2
+ xazbyc (ln x− ln z)2
+ yaxbzc (ln y − ln x)2
+ yazbxc (ln y − ln z)2
+ zaxbyz (ln z − ln x)2
+ zaybxc (ln z − ln y)2 > 0,
joten g on aidosti Schur-konveksi.
Luultavasti Muirheadin lause todistuisi yleisestikin näin, mutta suora-
viivaisuudestaan huolimatta todistus lienee laskuteknisesti niin työläs, että
perinteinen todistus on kuitenkin helpompi.
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7 Eräitä klassisia epäyhtälöitä
Käsittelemme lopuksi eräitä klassisia epäyhtälöitä ja niiden joitakin yhteyk-
siä ajankohtaiseen tutkimukseen. Aloitamme epäyhtälöllä, jota on eri tahoilla
kutsuttu nimistä Cauchy, Bunjakovski ja Schwarz saatavilla kombinaatioil-
la. Steele [26, s. 11 - 12] kertoo lyhyesti epäyhtälön syntyhistorian. Sen va-
lossa lienee oikeutettua kutsua epäyhtälöä Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin
epäyhtälöksi eli lyhyesti CBS-epäyhtälöksi.
7.1 CBS-epäyhtälö













missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos on olemassa reaaliluku t siten,
että aı = tbı tai bı = taı kaikilla ı = 1, 2, . . . , n.
Todistus Todistamme lauseen useammalla tavalla.
1. Aloitamme Steelen induktiotodistuksella, vrt. [26, s. 2 - 3]. Epäyhtälö
(a1b1 + a2b2)2 ≤ (a21 + a22)(b21 + b22), (2)
eli









on yhtäpitävä toden epäyhtälön (a1b2 − a2b1)2 ≥ 0 kanssa, joten (1) pätee
arvolla n = 2. Jos se pätee arvolla n− 1, eli jos
|a1b1 + a2b2 + . . .+ an−1bn−1| ≤
(




b21 + . . .+ b2n−1
) 1
2 , (4)
niin kolmioepäyhtälöä, induktio-oletusta (4) ja epäyhtälöä (3) soveltaen saa-
daan
|a1b1 + . . .+ anbn| ≤ |a1b1 + . . .+ an−1bn−1|+ |anbn|
≤
(








∣∣∣(a21 + . . .+ a2n−1) 12(b21 + . . .+ b2n−1) 12 + (a2n) 12 (b2n) 12 ∣∣∣
≤
(




b21 + . . .+ b2n
) 1
2 ,
mistä neliöimällä seuraa (2). Induktioaskel on näin todistettu.
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Steele käsittelee yhtäsuuruusehdon toisaalla, joten täydennämme todis-
tusta tältäosin ja todistamme ehdon välttämättömyyden alkuosan tapaan in-
duktiolla. Yhtäsuuruusehto on riittävä, sillä jos on olemassa t ∈ R siten, että
aı = tbı tai bı = taı kaikilla ı ∈ {1, . . . , n}, niin yhtäsuuruus on triviaalisti
voimassa epäyhtälössä (1). Todistamme yhtäsuuruusehdon välttämättömäk-
si aluksi tapauksessa n = 2. Jos a1 = a2 = 0 tai b1 = b2 = 0, niin yhtäsuuruus
on voimassa, ja t:n arvoksi kelpaa 0. Jos
(a1b1 + a2b2)2 = (a21 + a22)(b21 + b22),
niin
(a1b2 − a2b1)2 = 0,
mistä seuraa a1b2 = a2b1. Koska tapaus b1 = b2 = 0 on käsitelty, voimme





































Merkitsemällä β = b21 + . . .+ b2n−1 yhtälö (6) tulee muotoon
(tβ + anbn)2 = (t2β + a2n)(β + b2n),
mikä sievenee yhtälöksi
(an − tbn)2 = 0.
Jos taas bı = taı kaikilla ı ∈ {1, . . . , n − 1}, niin samalla tavalla saadaan
bn = tan. Näin induktioaskel on todistettu myös yhtäsuuruusehdon osalta.





(aı − tbı)2 ≥ 0.
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mistä (1) seuraa. Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos (aı − tbı)2 = 0 eli
aı = tbı kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}. Toiseksi oletetaan, että
b1 = b2 = . . . = bn = 0.
Tällöin epäyhtälöä (1) vastaava yhtälö pätee, ja
bı = 0 aı kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}.





(aıt− bı)2 ≥ 0.














(aıb − abı)2, (7)
mistä epäyhtälö (1) seuraa välittömästi, sillä∑
1≤ı<≤n
(aıb − abı)2 ≥ 0.
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos kaikilla ı, , 1 ≤ ı <  ≤ n,
aıb − abı = 0. (8)
Vastaavasti kuin todistuksessa 1 (s. 71) huomataan, että tämä pätee, jos ja
vain jos
aı = tbı tai t′aı = bı
kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Todistamme vielä Lagrangen yhtälön induktiolla.
















Todistus Yhtälö on voimassa arvolla n = 2, sillä
(a21 + a22)(b21 + b2)2 = (a1b1 + a2b2)2 + (a1b2 − a2b1)2.
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7.2 CBS-epäyhtälön sovelluksia
CBS-epäyhtälö voidaan kirjoittaa muotoon
|a · b| ≤ |a| |b|, (1)
missä
a = (a1, . . . , an) ja b = (b1, . . . , bn).
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos vektorit a ja b ovat yhdensuuntaiset.
Koska a · b ≤ |a · b|, on CBS-epäyhtälöllä myös heikompi muoto
a · b ≤ |a| |b|, (2)
missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos vektorit a ja b ovat saman-
suuntaiset. Seuraavissa esimerkeissä sovelletaan CBS-epäyhtälön molempia
muotoja. Aloitamme todistamalla kolmioepäyhtälön.
Esim. 1 (Kolmioepäyhtälö) Jos a, b ∈ Rn, niin
|a+ b|2 = (a+ b) · (a+ b)
= |a|2 + 2a · b+ |b|2
≤ |a|2 + 2|a| |b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2,
ja edelleen
|a+ b| ≤ |a|+ |b|.
Epäyhtälön (2) perusteella yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a ja b
ovat samansuuntaiset.
Esim. 2 [26, s. 12, teht. 1.1] Kaikille a1, . . . , an ∈ R on voimassa






















Epäyhtälö (3) saadaan ”1-tempulla”, jolloin sijoitetaan epäytälöön (2)
b1 = b2 = . . . = bn = 1.
Epäyhtälö (4) saadaan toteamalla aluksi, että aı ≤ |aı| ja tekemällä sen
jälkeen ”hajotustemppu”, jolloin |aı| kirjoitetaan muotoon |aı| 13 |aı| 23 . Näiden
epäyhtälöiden todistusideaa voidaan usein hyödyntää monimutkaisimmissa
tilanteissa.
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Seuraavassa esimerkissä yleistetään ratkaisussa [26, s. 227 - 228] annetut
aputulokset.





+ . . .+ 1
upn
≥ np+1. (5)
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos uı = 1n kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}.
Todistamme epäyhtälön aluksi pienillä p:n arvoilla. Se on voimassa arvolla

































Yhtäsuuruusehto on voimassa, sillä CBS-epäyhtälön yhtäsuuruusehdon mu-
kaan on oltava u
1
2
ı = t · u−
1
2
ı eli uı = t kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}, mistä ehdon
u1 + . . .+ un = 1 avulla seuraa, että uı = 1n kaikilla ı:n arvoilla.
























































































Molemmissa tapauksissa yhtäsuuruusehto todistuu samalla tavalla kuin ta-
pauksessa p = 1.
Väite on siis tosi, kun p = 1, p = 2 ja p = 3. Tapaukset p = 2 ja p = 3 seu-
rasivat tapauksesta p = 1 soveltamalla CBS-epäyhtälöä kahdella eri tavalla.
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Ilmeisesti myös induktioaskeleen todistaminen täytyy tehdä vastaavalla ta-



























































































Induktioaskel on näin suoritettu, joten (5) on voimassa kaikilla p ∈ Z+.
Yhtäsuuruusehdot todistuvat samalla tavalla kuin todistuksen alkuosassa.
Seuraavassa esimerkissä todistetaan Harkerin-Kasperin epäyhtälö ja tut-
kitaan hieman laajemminkin siinä esiintyviä funktioita. Lähteen [26] mukaan
mainitulla epäyhtälöllä on tärkeä merkitys kristallografiassa.





pı cos βıx, missä β1, . . . , βn ∈ R,
toteuttaa epäyhtälön c(x)2 ≤ 12(1 + c(2x)).










































7 Eräitä klassisia epäyhtälöitä











































(pı − pı cos 2βıx) = 12(1− c(2x)).









ja niistä seuraa yhteenlaskemalla vielä kolmaskin epäyhtälö
c(x)2 + s(x)2 ≤ 1. (7)
























































































on siis voimassa epäyhtälöt
c(x)2 + s(x)2 ≤ 1, c(x)2 ≤ 12(1 + c(2x)) ja s(x)
2 ≤ 12(1− c(2x)).
Ne ovat rakenneyhtäläisiä trigonometristen yhtälöiden
cos2 x+ sin2 x = 1, cos2 x = 12
(
1 + cos 2x
)




kanssa, joten herää kysymys, voisivatko funktiot c ja s toteuttaa muitakin
trigonometristen yhtälöiden muotoisia epäyhtälöitä. Näin ei näytä olevan,
mutta funktiolle s kuitenkin löytyy etäisesti identiteettiä
sin 2x = 2 sin x cosx























Seuraavassa esimerkissä CBS-epäyhtälö yleistetään kahdella tavalla kol-
mea lukujonoa koskevaksi.
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Epäyhtälö (9) vastaa muodoltaan alkuperäistä kahta lukujonoa koskevaa
CBS-epäyhtälöä. Todistamme sen kahdella eri tavalla. Ensimmäinen todistus
noudattaa lähteessä [26] annettua.
Epäyhtälö on selvästi tosi, jos c1 = . . . = cn = 0. Voimme siis olettaa,
että vähintään yksi luvuista cı on nollasta eroava. Tällöin
0 ≤ γı = |cı|√
c21 + . . .+ c2n
≤ 1


















































Tästä saadaan epäyhtälö (9), sillä aıbıcı ≤ |aı||bı||cı|.
Toisessa todistuksessa näytämme, että epäyhtälö (9) seuraa epäyhtälöstä (8).
Voimme rajoituksetta olettaa, että c1 ≥ c2 ≥ . . . ≥ cn > 0. Tällöin
(
















































Vastaavasti voidaan menetellä lukujen b1, . . . , bn kanssa. Epäyhtälö (9) on
täten heikompi kuin epäyhtälö (8).
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Esim. 6 [26, s. 12, teht. 1.2] Osoitettava, että jos uı > 0, vı > 0, pı ≥ 0 ja









































Seuraavassa esimerkissä todistamme CBS-epäyhtälön avulla ylärajoja eräil-
le summille.
Esim. 7 Vrt. [26, s. 14, teht. 1.8]
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on eräs integraalin ∫ 1
0
dx
1 + x = ln 2






































d) Jos −1 < x < 1 ja n ∈ N, niin








Väitteen todistamiseksi kehitämme lausekkeen (1 + x)n binomikaavan
avulla ja sovellamme sitten CBS-epäyhtälöä. Saamme aluksi
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mikä nähdään kombinatorisella päättelyllä tai vertaamalla n:nnen as-
teen termien kertoimia lausekkeissa (1+x)2n ja (1+x)n(1+x)n. Viimeksi






















Sitä ja geometrisen summan kaavaa käyttäen arvio (10) tulee muotoon





























Lopuksi todistamme kaksi Steelen esittämää epäyhtälöä ja yleistämme ne
mielivaltaiselle määrälle lukuja.
















x+ y + z
) 1
2 ≤ √6,
b) x+ y + x ≤ 2
(
x2
y + z +
y2





Väitteet todistuvat CBS-epäyhtälön avulla: a-kohdassa saamme
(
x+ y




































x+ y + z
) 1
2
≤ (1 + 1 + 1) 12
(
x+ y
x+ y + z +
y + z
x+ y + z +
z + x






(2(x+ y + z)







7 Eräitä klassisia epäyhtälöitä
ja b-kohdassa
x+ y + z = x√
y + z
√
y + z + y√
z + x
√







y + z +
y2










2(x+ y + z)
(
x2
y + z +
y2






mistä väite seuraa neliöimällä.
Nämä epäyhtälöt yleistyvät useampaakin positiivista lukua koskeviksi.
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7.3 Tšebyševin epäyhtälö
Käsittelemme aluksi suuruusjärjestysepäyhtälön.
Lause 7.3 Jos a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn ja bpi(1), . . . , bpi(n) on










Epäyhtälössä (1) yhtäsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos a1 = . . . = an
tai b1 = . . . = bn.
Todistus [19, s. 30] Tutkitaan miten summa
a1bpi(1) + a2bpi(2) + . . .+ anbpi(n) (2)
muuttuu, kun bpi(k) ja bpi(m) vaihtavat paikkaa. Olkoon k < m, jolloin ak ≥ am.
Jos erotus
akbpi(k) + ambpi(m) − (akbpi(m) + ambpi(k)) = (ak − am)(bpi(k) − bpi(m))
on ei-positiivinen, niin (2) kasvaa, kun bpi(k) ja bpi(m) vaihtavat paikkaa. Jos tä-
mä erotus on ei-negatiivinen, niin (2) vastaavasti pienenee. Äärellisellä mää-
rällä suurentavia vaihtoja summa (2) muuttuu kaksoisepäyhtälön (1) oikeaksi
puoleksi. Pienentävät vaihdot johtavat vastaavasti edellisen osan vasempaan
puoleen. Vaihdot kasvattavat tai vähentävät summaa (2) aidosti, jos ja vain
jos bpi(k) 6= bpi(m), ja siis bk 6= bm, sekä ak 6= am joillakin k,m ∈ {1, 2, . . . , n},
mikä todistaa yhtäsuuruusehdon.
Esim. 1 Koulumatematiikassa todistetaan neliöiksi täydentämällä epäyhtälö
a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca,
missä a, b, c ∈ R. Se voidaan kuitenkin tulkita suuruusjärjestysepäyhtälöksi,
jolloin ratkaisu ei edellytä muuta kuin tämän toteamisen.
Seuraavana esimerkkinä on olympiatehtävä vuodelta 1978.
Esim. 2 [19, s. 30, teht. 48] Olkoon a1, a2, . . . , an keskenään eri suuria posi-











Tehtävä ratkeaa välittömästi suuruusjärjestysepäyhtälöä soveltaen. Olkoot
b1, . . . , bn luvut a1, . . . , an suuruusjärjestyksessä pienimmästä suurimpaan.
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Esim. 3 [19, s. 33, teht. 56] Olkoot xı, yı (ı = 1, 2, . . . , n) reaalilukuja, joille
pätee x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn ja y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yn. Todista: Jos z1, z2, . . . , zn on
lukujen y1, y2, . . . , yn permutaatio, niin
n∑
ı=1





































Epäyhtälö (3) on lukuja xı ja yı koskevana suuruusjärjestysepäyhtälönä tosi,
joten väitös seuraa. Tämä oli olympiatehtävänä vuonna 1975.
Tšebyševin epäyhtälö todistetaan suuruusjärjestysepäyhtälön avulla.
Lause 7.4 (Tšebyševin epäyhtälö) Jos a1 ≤ . . . ≤ an ja b1 ≤ . . . ≤ bn, niin
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn
n
≥ a1 + a2 + . . .+ an
n
· b1 + b2 + . . .+ bn
n
. (4)
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a1 = . . . = an tai b1 = . . . = bn.
Todistus [19, s. 31, teht. 49] Suuruusjärjestysepäyhtälön mukaan
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1b2 + a2b3 + . . .+ anb1
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1b3 + a2b4 + . . .+ anb2
...
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1bn + a2b1 + . . .+ anbn−1.
Vasempien puolien summa on n(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn) ja oikeiden puolien
summa koostuu tulon (a1 + a2 + . . . + an)(b1 + b2 + . . . + bn) termeistä.
Epäyhtälö (4) saadaan jakamalla summat luvulla n2. Yhtäsuuruusehto seuraa
välittömästi suuruusjärjestysepäyhtälön yhtäsuuruusehdosta.
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Tšebyševin epäyhtälön sovelluksena todistammeNesbittin epäyhtälön n:lle
muuttujalle.






s− aı . (5)
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a1 = . . . = an.
Epäyhtälön (5) oikea puoli on lukujen a1, . . . , an symmetrinen lauseke, joten
voimme rajoituksetta olettaa, että a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an, jolloin myös





s− an−1 ≤ . . . ≤
1
s− a1 ,
joten voimme soveltaa Tšebyševin epäyhtälöä lukujonoihin




























s− an + . . . +
s
s− a1 ≤ n
(
an






s− an + . . . + 1 +
a1
s− a1 ≤ n
(
an






n ≤ (n− 1)
(
an





ja edelleen (5). Yhtäsuuruusehto seuraa välittömästi Tšebyševin epäyhtälön
yhtäsuuruusehdosta.
Bencze ja Pop [1, lause 2.1] todistavat epäyhtälön (5) yleisemmän lauseen
seurauksena yhtäsuuruusehtoa mainitsematta. Tapauksessa n = 3 saadaan
alkuperäinen Nesbittin epäyhtälö, ks. [24], ks. myös [26, s. 84, teht. 5.6].
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7.4 Youngin epäyhtälö
Rajaamme tässä osaluvussa lähteistä poiketen luvut ja eksponentit positiivi-
siksi.
PainotettuaAG-epäyhtälöä (lause 4.1) kutsutaan tapauksessa n = 2 myös
Youngin epäyhtälöksi. Jos a > 0, b > 0 ja λ ∈]0,1[, niin tämä epäyhtälö on
aλ b1−λ ≤ λa + (1− λ)b, (1)
missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b.
Kittaneh ja Manasrah [16] tarkensivat sitä seuraavalla lauseella.





b)2 ≤ λa + (1− λ)b, (2)
missä r0 = min {λ , 1− λ}. Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b
tai λ = 12 .
Todistus Jos λ = 12 , niin epäyhtälössä (2) vallitsee selvästi yhtäsuuruus.
Jos 0 < λ < 12 , niin epäyhtälön (1) avulla saadaan




b)2 = λa + (1− λ)b − λ(√a−
√
b)2








Jos 12 < λ < 1, niin 0 < 1− λ < 12 ja 2λ− 1 + 2(1− λ) = 1, joten epäyhtälöä
(1) soveltaen saadaan




b)2 = λa + (1− λ)b − (1− λ)(√a−
√
b)2








Epäyhtälön (1) mukaan yhtäsuuruus pätee, jos ja vain jos a = b. Siis, epäyh-
tälössä (2) vallitsee yhtäsuuruus, jos ja vain jos λ = 12 tai a = b.
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Furuichi [8] kirjoitti epäyhtälön (2) muotoon







ja yleisti sen useammalle luvulle. Hänen artikkelissaan on eräitä epäselvyyk-
siä, jotka korjataan tässä.


















Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos x1 = . . . = xn tai p1 = . . . = pn = 1n .
Todistus (Vrt. [8]) Jos p1 = . . . = pn = 1n , niin epäyhtälön (3) vasen
ja oikea puoli ovat samat. Oletetaan nyt, että kaikki p:t eivät ole samoja.




(pı − p1) = 1,












































= xp11 . . . xpnn .
Epäyhtälön Aλ ≥ Gλ yhtäsuuruusehdon mukaan yhtäsuuruus on voimassa,





2 . . . x
1/n
n = x2 = . . . = xn = x,
mistä seuraa, että myös x1 = x.
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7.5 Hölderin epäyhtälö
Soveltamalla Youngin epäyhtälöä
aλ b1−λ ≤ λa + (1− λ)b
lukuihin up ja vq, missä p−1 = λ ja q−1 = 1− λ, saadaan seuraava lause.
Lause 7.7 Jos u, v ≥ 0 sekä p ja q positiivisia lukuja, joiden käänteislukujen






Yhtäsuuruus vallitsee, jos ja vain jos up = vq.
Epäyhtälön (1) avulla todistetaan Hölderin epäyhtälö.
Lause 7.8 Olkoot u1, . . . , un, v1, . . . , vn ≥ 0 sekä p ja q kuten edeltävässä
lauseessa. Tällöin
u1v1 + . . . + unvn ≤ (up1 + . . . + upn)
1
p (vq1 + . . . + vqn)
1
q . (2)
Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos on olemassa vakio λ siten, että
λupı = vqı tai upı = λvqı kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}. (3)
Todistus [26, s. 136] Jos u1 = . . . = un tai v1 = . . . = vn, niin yhtäsuuruus
on voimassa. Oletetaan seuraavaksi, että on olemassa uı > 0 ja v > 0.
Sijoittamalla luvut
uı
(up1 + . . . + upn)
1/p ja
vı
(vq1 + . . . + vqn)
1/q (ı = 1, 2, . . . , n)
epäyhtälöön (1) sekä laskemalla näin saadut epäyhtälöt yhteen saadaan
u1v1 + . . . + unvn
(up1 + . . . + upn)
1








mistä (2) seuraa. Epäyhtälön (1) yhtäsuuruusehdon mukaan yhtäsuuruus
vallitsee epäyhtälössä (2), jos ja vain jos
upı




vq1 + . . . + vqn
kaikilla ı = 1, 2, . . . , n, mistä (3) seuraa.
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Huomautus 1 [26, s. 151, teht. 9.10] Hölder ei kuitenkaan todistanut tätä
epäyhtälöä muodossa (2) vaan seuraavassa: Jos w1, ..., wn, y1, ..., yn ≥ 0 ja

















Epäyhtälön todistamiseksi tutkitaan funktiota f(x) = xp. Se on aidosti kon-




w1y1 + . . . + wnyn
w1 + . . . + wn
)
≤ w1f(y1) + . . . + wnf(yn)
w1 + . . . + wn
sievenee muotoon
(w1y1 + . . . + wnyn)p
(w1 + . . . + wn)p
≤ w1y
p
1 + . . . + wnypn
w1 + . . . + wn
,
ja edelleen epäyhtälöksi




Epäyhtälö (4) muuntuu Hölderin epäyhtälöksi (2), kun siihen sijoitetaan

















Epäyhtälöt (2) ja (4) ovat siis yhtäpitävät.
Huomautus 2 Hölderin epäyhtälön avulla saadaan vaihtoehtoinen todistus







xp1 + . . .+ xpn
) 1
p , kun p 6= 0,
n
√
x1x2 . . . xn , kun p = 0.
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Jos x1, . . . , xn ≥ 0, p > 1, q > 1 ja 1p + 1q = 1, niin Hölderin epäyhtälön
mukaan
x1 + x2 + . . . + xn ≤ (1q + . . . + 1q)
1




x1 + x2 + . . . + xn ≤ n
1
q (xp1 + xp2 + . . . + xpn)
1
p ,
ja edelleen n:llä jakamalla
x1 + x2 + . . . + xn
n
≤ n− 1p (xp1 + xp2 + . . . + xpn)
1
p .
Huomautus 3 Todistimme aikaisemmin (esim. 1, s. 68) Schlömilchin epäyh-











vq1 + . . . + vqn
) 1
q , (5)




= 1 ja u1, . . . un, v1 . . . vn ≥ 0. Tämä epäyhtä-
lö voidaan todistaa myös Hölderin epäyhtälön avulla, sillä CBS-epäyhtälön
yhteydessä nähtyä 1-keinoa soveltaen saamme aluksi
1 · u1 + . . .+ 1 · un ≤
(








1 · v1 + . . .+ 1 · vn ≤
(




vq1 + . . .+ vqn
) 1
q .
Kertomalla nämä epäyhtälöt keskenään saadaan(
u1 + . . .+ un
)(
v1 + . . .+ vn
)
≤ n 1p+ 1q
(




vq1 + . . .+ vqn
) 1
q ,

















Epäyhtälö (5) ei näyttäisi olevan vertailullinen on Hölderin epäyhtälön kans-
sa. Jos näet
(u1, u2, u3, u4) = (1, 0, 1, 0) ja (v1, v2, v3, v4) = (0, 1, 0, 1),
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niin Hölderin epäyhtälö on 0 ≤ 2 ja epäyhtälö (5) on 1 ≤ 2. Jos taas
(u1, u2, u3, u4) = (v1, v2, v3, v4) = (1, 0, 0, 0),
niin Hölderin epäyhtälö on 1 ≤ 1 ja epäyhtälö (5) on 14 ≤ 1. Koska (5)
kuitenkin seuraa Hölderin epäyhtälöstä, on sen oltava heikompi kuin Hölderin
yhtälö. Tämä nähdään ”terästämällä” Hölderin epäyhtälö: Jos edellytämme,
että u1 ≤ . . . ≤ un ja v1 ≤ . . . ≤ vn, niin (2) on edelleen voimassa ja sen
oikea puoli pysyy ennallaan, mutta Tšebyševin epäyhtälön (lause 7.4, s. 85)
mukaan
u1 + . . .+ un
n
· v1 + . . .+ vn
n












Epäyhtälö (5) on siis heikompi kuin Hölderin epäyhtälö (2).
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Jos esimerkiksi a1 = . . . = an = 0, niin yhtäsuuruus on voimassa. Voimme
siis olettaa, että jokaisessa joukossa
{a1, . . . , an}, {b1, . . . , bn}, {c1, . . . , cn}




ap1 + . . .+ apn
, βı =
bpı
bp1 + . . .+ bpn
, γı =
cpı
cp1 + . . .+ cpn
.






































mistä väite seuraa. Epäyhtälö (7) voidaan samalla periaatteella yleistää n:n
muuttujan epäyhtälöksi.







suppenee. Asettamalla Hölderin epäyhtälössä uk = vk = 1k (k = 1, . . . , n)
saamme























Tästä seuraa epäyhtälön säilymisperiaatteen mukaan
ζ(2) ≤ ζ(p) 1p ζ(q) 1q .
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7.6 Minkowskin epäyhtälö
Todistimme (s. 26, esim. 5) Minkowskin epäyhtälön tapauksessa
u1, u2, ..., un, v1, v2, ..., vn > 0.
Todistamme sen nyt yleisesti.







voimme esittää Minkowskin epäyhtälön muodossa
‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.
Jos p = 1, niin epäyhtälö on triviaalisti voimassa. Siinä vallitsee yhtäsuu-
ruus, jos ja vain jos u- ja v-luvut eivät ole erimerkkiset, mikä pelkistyy kaikil-
la ı:n arvoilla voimassa olevaksi ehdoksi uıvı ≥ 0. Edelleen, jos ‖u‖p = 0, niin
epäyhtälössä vallitsee yhtäsuuruus. Vielä, jos ‖u + v‖p = 0, niin epäyhtälö
on voimassa ja siinä vallitsee yhtäsuuruus, jos ja vain jos ‖u‖p = ‖v‖p = 0 .
Voidaan siis olettaa, että ‖u+v‖p > 0, ‖u‖p > 0 ja p > 1. Kolmioepäyh-















p− 1 , jolloin p+ q = pq.


























Laskemalla nämä yhteen ja huomaamalla, että q(p− 1) = p, saadaan
n∑
ı=1
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Yhtäsuuruus voimassa, jos ja vain jos se on voimassa sekä kolmioepäyhtälöä
että Hölderin epäyhtälöä sovellettaessa. Ensin mainitun mukaan luvut uı, vı
eivät millään ı:n arvolla saa olla erimerkkiset, joten jälkimmäisen mukaan











= |uı + vı|p.




kaikilla ı ∈ {1, 2, . . . , n}. Koska luvut uı ja vı eivät ole erimerkkiset, voidaan
viimeksi saatu yhtälö kirjoittaa muotoon vı = kuı, joten voimme tiivistää
Minkowskin epäyhtälön lauseeksi.
Lause 7.9 Kaikilla u,v ∈ Rn on
‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p,
missä yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos vektorit u ja v ovat saman-
suuntaiset.
Funktio ‖·‖p : Rn → R toteuttaa siis kolmioepäyhtälön, ja on helppo nähdä,
että sillä on muutkin normin ominaisuudet.
7.7 Käänteinen Youngin epäyhtälö
Youngin epäyhtälön tarkentamisesta oli puhetta luvussa 7.4. Myös Hölderin
ja Minkowskin epäyhtälöitä voidaan tarkentaa. Mielenkiintoinen ja ajankoh-
tainen tutkimusaihe on näiden epäyhtälöiden kääntäminen, mikä tarkoittaa,
että epäyhtälön suunta muuttuu, mutta siinä olevat lausekkeet pysyvät sa-
mantyyppisinä. Katsomme seuraavassa Youngin epäyhtälöön liittyviä viime-
aikaisia tuloksia.
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Furuichi ja Minculete [9] johtivat Youngin epäyhtälön
a1−λbλ ≤ (1− λ)a+ λb
oikealle puolelle ylärajat












Tominaga [29] oli jo heitä aikaisemmin johtanut Spechtin suhteesta S ja
logaritmisesta keskiarvosta L riippuvat ylärajat











Funktiot S ja L määritellään yhtälöillä
S(x) = u(x)e ln u(x) , u(x) = x
1
x−1 (x > 0, x 6= 1), u(1) = e
ja
L(x,y) = y − xln y − ln x, (x 6= y), L(x,x) = x.
Logaritminen keskiarvo on jatkuva ja toteuttaa yhtälön L(x, y) = L(y, x)
kaikilla x, y ∈ R+. Tutkimme Spechtin suhteen ominaisuuksia hieman tar-
kemmin. Näemme välittömästi, että funktio u toteuttaa yhtälöt
u( 1
x








e ln u( 1
x
) = S(x) (3)
kaikilla x ∈ R+\{1}. Tämä osoittaa, että epäyhtälöiden (1) ja (2) oikeat puo-
let ovat riippumattomien lukujen a ja b järjestyksestä. Edelleen ln u(x)→ 1,
kun x→ 1, joten
lim
x→1u(x) = e ja limx→1S(x) = 1.
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Spechtin suhde on siis positiivisille reaaliluvuille määritelty jatkuva funktio,
kun määrittelemme S(1) = 1. Osoitamme vielä, että S(x) > S(1), kun x 6= 1.
Tutkimme funktiota S alueessa x > 1. Ylläolevin merkinnöin







Derivaatan kolmesta tekijästä ensimmäinen on positiivinen ja muut kaksi
negatiivisia, kun x > 1, joten S ′(x) > 0. Koska S on jatkuva, se on aidosti
kasvava alueessa x ≥ 1, mistä seuraa S(x) > S(1), kun x > 1. Ominaisuuden
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